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Th. moo' _ ..tiel 'laeal"''' <OO«rninl tb. con.true'io" of modern bicyd.., Ihot or th.. uug, which
'h. rid must pro.id. in or<!<r to achievo reuonably I"'» ""locili.., baa b.... truud tb""",tic&lJy in
m&>lf , •• ' Cu.t.r ...eq:y &a.ingl, IOJl.d <uior II..rability, u.<Jltial .dvantoc.. of the bicycle over lb.
lricycl•. H.,....vu, ..i.h .h..., ad~'ag &NO<it.lod .. dr b&cl<, iB .h.... "erliul bicycle .. in uI11lable
eq\lilibr;,un, To main..... Ih.. equilibrium Ih• ....-U"'" of diJlUlbu.g "'floue.., il .. n-.ry to I.UD to
ride a blc:ydo, ..hi<;h" faeilil"l.od by th••ped&l eol>Stnelioa of mud..... bkyd....

II th. gyrooeopk aelio.. oIlh. roI",u., ..heelo a .;glli&c..nl faet« in Ibo ot..bWsalio.. or lb. np!'ilh.
pooi.ioll1 lIIth. nonn&l ....y 01. deeaibillg I; g}'f<lKOl>O, ... ny ,h.. Ih• .,.... of m ..lion .."d. 10 ", ..inlain
I; fixed diroclioll iB ,pllee. Col11id.riIlg .b••",111I ...au of Ih...heea co",pared 10 Ih. mau of tb...bol.
eyet.m formed by Ih. rid.r ..nd bicyclo, on. m;gbt doubt ."ch aD off8Cl. A"d, il iJ obvio...ly il is ,,01. Ih.
",.nnf.dnrtr'o iBt.en.ion In ;"crull' ooch an .ff""l, heulUO his go.l of ","",g .nergy I.w hint 10 bnild "ll
Ihll 1'...... u light u ~;bl., ..h.......n incr"".. of Ih. ",au of Ih....h••10 wOllld load..., b«1•• gyrooeopk
a1abilio.,io".

In Ally <:UO, .....All' '" omph..... a' Ih.. po;". Ii... lb. grr-cnpk K'lo.. c .... be effoc:liYe only if lb.
oyote'" h... nllieient d.greeo or f~D"'.
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For the Il.ueycle, lho..... ringl. rolling disk, gyr<>oU>pk IlI"bilia.,ion is nndonblodly p<>OOibl., .. ill .hown
by theorelk.1 nkol.tiono In _",.n' ..i,h u!'fl"i.nce. {No": Jor ,....i.. ,itc~ "."'ii" with MO .",iling
",h..ll1r.e ..NOT" c."'. ,~otold 6< 6<10'" wAul ..m.J A... llullide..1 ve1oc:ily, .be rollillg ",olion of nob. .. disk
io ol..ble in .. Yerlka! pl..n•.' I.. tbis c",", Ih. motio" e&ll be Y;•....J .. &II ad....,dng motion of Ibo cent...
of ",au, cotnbiBed ...itb .. roIalio" "bonl Ibe <eu'er of "'.... The l&lur .....bown .w... iIIlhis book 10 1><
otable."

Tbe c"- ......mblaDC<l of .. bicycle '" 0 ringle dw. ocean iB tb. cue nf Ihe ilLigh heeler, whi.iIL
couill.od of. big froM ..heel {.o......pondlng to th. disk), aDd mll1l .........heel ...hich .. Ih 10 support
Ihe ..al of .10. rid... "",d &IIow conlI'D1 of Ihe .leering. The re heel _uld rednce Ih••yll<l'n'. dog..- of
fuedo", by one, Ihu. ",ulng ....bm..tion imp"",iblo, if .he fronl~ of Ih. fnm. had 001 heen ",onnted
0. a piyot"', .-,.;"g ........hi<;h pe i!.l.he pion. of Ih. fronl ..heel to be roI..led ..ilh respec. lO .h. 1'1...,.
of .he ..... wheel. If Illis piyo/. G.>:od, Ih. wbole oydem ..ould kayo ollly 1_ d••,.... of f~om, III&!
of lippilll ..bou. Ih. boriloul&llin. of Ih. bicyd. I.ad, ..lid 1110 molio.;" .ho forw..ro diro"';"" conn",lod
'" .10. _ation of Ih...heelo. TilL .. wonld preclude Ih. ~ibili'y of ....bilio..liou by tyroKOpk ... io•• Th.
conl.emporory bicydo is die-oro•• from " high...lleel... ollly i.n ito dim--'oul relalio..... BOlli ..heelo hyo
Ih....m. sUo, and 110. mau of tho .. 10...10 ilmuch Imaller compared .., 110. tolal ",au of th. bicyd•. Th;,
reduCOl lb. "'h.n.. of gyrooeopk acl;o".

Tho Ihird d.gree of f.....tnm, Ih&! of J'Ol ..lion U<luud lb...eeri0l uis, no/. only ",11ow.,h. g)'J'ODCOpic
"",ion 10 Il.hiliw Ih. bkyd., bUI il aIoo aIIow,.he unco...iouo ..lio. of. trwed cydisllO .....l;" k••ping

, &uukkpedjs dO[ M&!'bom.t;!!hfl! Wimwaf!tn, VoI.N, No.lI, {Willer, Spiel, u.nd Sport}, 1'.1(11
, Can-alIo, J".....t1 d. t'Es,," Polytsshnjgu., srne. 2, Vol.5, 1900. {Note: a.. i<l.nI roIli"f Jid "",iW..
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the bicycle uprickl. The oriflinal theory of the bicycle, due to Rulli",' CQuidered only 11_ <00IribI11Ooo.
of ridu control ..clion. 10 bicyde otabilily. If for uample tb...hole bicycle til... to lb. rigbt hand aide, tb.
rid.. III...... lllnl tb. front wheel WIw&rda Ih.. 'ide, ...d forc. lh bicycle 10 make a righl b....d tllrll. The
UIItrifllC&l r""", senerated by lil1I 1\1111, wbkh ad. 00 th" "Y"l.<m'. «oWl" of m...., bM .. momut .boul th.
l.rack lliIe, ..bidl 'end. to nol<>n Ik. pi...... of tk. biqtl. t<> tb. YHtiul. To avoN! fallinc to tb. Id\ oido,
lh. rid.. mul similarly \....., to tb. loft. Sill"" lb. exiau.."" of Ihe._ d••..-ol·f1'eeClom iao~ lor
110.. acti..., aI.billa.lion, it is difficult to decide h"" mua of lh••,.biliauio.. is due to err-upic adiou,
.,,<1 how much ia due to uJlcoolCiollt IPoYemenl,s of th. rider.
pase 86&
A,aiulth. Ilo«>ndilioul accept....« of Ihia theory, the rider ...ill object thai b. ill nol of .. t<>nt;nuollo
Jl'idaaco of the handleban, that b... able to rid. _o..ely ..;lbol1' \<Iuth",. the h dleban, ....d lhu b.
l\Iid.. u.. b...dl.b.... "'0"" to control ~he diJ"ction of ~he fron~ .h...ll1.an to .....hiliae h.. oqnilibrium. lie
cooUd !"""berm_ .eo...-..te .. mOmeo.~ by uco_ion,ly ~i1ling iLio body aide...y•.

l~ ia 11001. y.. decided. to wh~ e..tea~ ~h••~..bili~y conJd be uhiend by .maU motion. of the rider, bu~

Ihia ""uld be decided. by an u"",imen~. III any e...., i~ wollid. be inteteotin. to inveotigate to .hal degree
~he ..If_.tabilio&tioo of ~h. bicycle wi~h LII ...."'.,..iog rider io p...ibl., LIId how imporlLIII gYJ'<"lCOpic u~io ...
.... in Ihat e..... Th. proc_ of Ol.bilin~ioo i. then ~bu 00. ouch ~bal RLlllio..', 'tecr-controlling u~io...
.... pmly pn>vided. by U",*",pK el£o<l., wh.n bKyele ",,_nr.<lrou io .ui~ ..bl., .........ill diooc la~.r. Th.
qllalion abo.. ~ ~be utenl to ..hid lhe bicycle io ..abili8ed withoul rid... acliou (..bid me lhal ....
aNnme ~be rid... to be <onao<led rigidly'" Ih. {r&me of ~he hKyd. LIId nol. ",.<bin. th. hLlldlob....) w...
lreued by Whipplo" ud Carv&llo.' Wo.ill in Ihe {oltowill. inv_i."" to .hal ulenl """"'<lp'" ,I£OCI'
...., i",p<>l1.LIII in ....bili~y. W. will of """'" neglecl .11th. pmphen.l iaou.. (..neh ... &It<l"1l&te-oide lo&din.
of lb. pedala, flexibility of ~h.. lire. wbieb "",ul~. in • fioite an& of ""nt"",l, frie~roo illih. o.teeri.o. pivot,
ud Iwiltill. friction of Ih. tin on Ib, groond).

Whipple LIId c.....aUo HI 0"\ onl lb.........1 Lagrang. oqo"lio". of lb. finl and Heoud kind, lb. l..u ...
being ."it.bly modified. bee it io 001. • holooo<nic .y.tem, ""d tb,y peci.lioed '" Ib, ..... of 'moll
_ill.~;on, ..bool .traighl-lin prishl motiou. {I" f.c', Mo'pplc P" .. p <I, N..,lo"i.,. • ....J,.....} W.
Ioope to be ..ble to m&!t. lhe modto.n>e&l coueclion. more clear, if in lhe d"-;_;oo of lb. "pprOO&ml.
eqnl;o"" .... &dd '" Ihe forue 0110 Ih••yal."' ..I .....1 Ih. l)'t'<»<Opic ulrou and coutrif"• .1 f"""" geu.....ted
by th. molorou. Thio w... oJ.., do in Ih...pplic..tion.... "uled "'''00. To obi..... lb. te:rnu 10 lint ord...
i. a .",.ll nec:illation, il iI in Ib.. c nffici<m 10 n.. lb. simplified. up....ion I of lb. g)'l'OK4pe exp....inn

on p.g. 164. {m C'.f.~"'l1 K'" N J'f
p.ge 86(l ~_ It
Ifw. ",..Iod 1.:rmsILaI .... quod.atic io .mallnec:i1l.>lioo., w. remark thal-lhe .... of Ib, d....i&lio. ""nsidered
..... compl.tely witbin lb. li",il fo< ..1ticb Ih.. approximal;on io vo.lid.

Tb, oqUI"'... nbI&iJ1ed. iA litis man~... 'II'" wilb lb. "'IOIlio... of Whipple d C Uo. {We "'1....
.,j/Jr. C.rMlto·• •fM', 6.1 .......01 '.I ......W. to .0..1i WMppl.·• .J TI>. "R< ~ to .
1"1>.0 otin.. u of .0 /GW. /0' aU .d""ili.., ., '" co.", i .. ' lia'••<I",,'Ii.. /Jr. t'o..
k.o uW•• TAi• ....u. thol th. o••molio,," .... k ""ri"'.'" to\.e fo""

A ". ,

...1>.0 .l. a ~ pln ' Ii" .,jill a ...,.Ii.. T<41 ""rI. WMppl., ...d•• ..........-.a/ "'......pt'o... f"r ""d.
"" , ""' 1>. "'1 , ku•• ...-.u. moJ.... ,,,,.Ii.. lA•• llo.. of c ....Uo. ft..do .tdil", kl.....
l~ * / 20 h.jb • ..Aid a iI, Ai._W•. 1• ...u., lOp",,'''' to k • """,d..<. for Alfie••<Ioc"'"
1M mona.. 6oeo "'"W', 6",t tAu iI' 60 .%pI., <:l ill I..... oJ i4"" Ii. ""ria oJ lA••,.tom ...
~..pJ.<:l. It i Jt:! /<ortJu....o... tltat to\.e I.tonal i.... 'dil,', 0..1, "",a~. a"" <4ft k ••pp .....cJ. ~, of", ,

........ h..,... ~I. mo..mull of Ii. ri.u• ............. i. i. nol 10 l>.i., ,1>.0 1>.• ...:106.....
Fo • .. II>.< <o.. ,,..;~.,,:.,.. oJ ,,,,,«0';< •• Iio.. to 11>. 11< i. , ..I< li.1. W. ouiIl d.ow .0",./Jr.'''1

lA.t ........1 JoIlo..« .p ~, to\.e <it.d ulAo." tAat i.. lA••N oJ " "'" ••na.., lA••,.«1 ,...,< of

• Rukin" D. Enioffi", Vo1.28, pp.19.lzg,IU,115; 1869.
& Whipple, Ovyt.yly mrna! of Pur!!JId ARold Matbtmit\i&,. V"UO, No.12O, p.312, 1899
• C......alJo, JOYful d, L'Ecok &ly1«hiqu., lI..-ieo 2, VoU, 1901
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<Q",pi.l< .l<lklit, ...,,,jJ """..10, Tk n .....Qpt. ~.h-.. .., i...pit. ~I it••"',,11....., ........ti01l IQr ~"IQ"""'Q'"

I.,...i..) .t<>biW,.
TIl.....,d. IF;'. JJ5) ,~",,"l• ...."tioll, QI ~ Ira",• ..JIi.1>. '~rU' u.. ....., .,10",,1 i" ib .."lntl pl....,

"u" .I••n·", "'W, ....-11 ... ,,:J• • '",iI.rl, ••,..."-,,, tlu fro..t ..ktl. Tiu lOri' .. '"p"",lu Ii, at"lio i" lIu
,01.... QI tho Jr- , .Q th.1 i.. •Itcl ......... tI... ,I.... ",t..... hi..,.. t.>t.tlur .t tUi. Ii... 4 i,u.,,«I.......
TIl< riUr ;, rivUJ.I, alla<au I<> IIu Ira"'•. T.lc oI..ri", am i" bi<,<I.. ;, till.. "'"hunt., ...ol it.
,."mel',.-. 'IOtA IMt tho ut.fIIio" "I I/o. ,t..ri.., u;, .d, 11 ,ti<01I ol,·.meur 01 tlu I",,,t ",Iu.l ~l. "",,,t
boll•••" II>.• .,10.01 .."t" n</ tlo. ''''IOU ",,"/4<t fl<>illt.
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M Bourlet7 ou-, tb .. = ....I_.nt "fib• .,... malt.. i' m"'" difli."l, f<ll' 'be front ..b""ll.<> 'un (ooll.poe)
okI..."Yd if ,h. "'.... rra.m... h.ld uprighl. {I, So"rI.t ,."-nt tIo41 lUg.ti.. I",ilt"".u lo ".,..s. I/o...10",,1 flip
."'''U..MII .... ""'""lOr} A.~ ;"vealig"l;"n oflh. 00_".1le.. of Ihis aM ...m.pori""1 an""g,m..'
io "M "et....,. h...., been.. ill inh."....ill be mad. d ..... ,,"uall, ;" Ih. 00..... of our ......ly'i..1
lre"m,,,I.

l3«:an.. of Ih. k;".m"t;" """"..I;"n. btl...." Ih. fro,,1 ""d "'......h..la, ....... " .", inu.nl d.h.
,h. POO;I;"" or ,h. rra.m. by ,h. 1"0 o:o-ordin.'''.1 ..hich th. r.......h""Il<>lIch.. th. IP"O"-"-d, plo"h. 1n81..
of h.adi"g ....d I...... A. ...U,'" han" ...,...,<dinat.< d.611;"g,he rot",;"n of Ih. oteerin8 .....ruhly ",l.liv. l<>
,b. fra.m., Ihl is lb. oteerin8 Ile. Bee.II.. of Ih. Iddilional co"dil;"" 'hal ,h. fro., ..heel mlUl touch lb.
iP"'ud, tb_ 6n co-<>rdino.t.to fIi.Kn' l.<> d.he 'he pooi'ion and orient.,ian of ,h. complt\.o b;"ycle.
Ig,,<>ring Ih. cy<1ic «>-<I<'diu'" ..hkk d.lIne lb. rotaliaul orie"'ulo". of th h""t. wilh ....po« l.<> ,h.
hicyd., the freed"'" of m<>lion ill 6n1" til'inl of Ih. pla.o.. of ,h. fn.m., d ,h", rot.I;"" of tho ote<ri"g
....mbl, .!>oul ,h. -"";ng ""ill. M Ihe m""'em""t of bolh ..heel> 11'1 1 be 0 of ",lIing On the ground,
tho orient.''''n of 'h. pi..... of Ih. f",nl ..heel d.lermi".. i.. direction ol m<>liQn. Th.. in ,"", determin..
tb. molioa of tbe handl.b""" ""d aI"" ,b. 1Il00ion of ~h. pl""e of lb. "'.,. ..beel ..bich is .onn..tod 10 lb.
ot.eeri...- axis. Now, owy Ihe mol>o" in tb. forward direc~"'n io '101 op...i~od. Th. bi.yele Ihlt. h... 'br..
d.1I""'" of freedam.

W. wan> her••bo"t tho .b.....deriot.... of no,,_holonomi.e .,.ole.....·,
pooge &CIS

..Iokk inclnd. 011 (1) "'Iling .,....mo: tho Bi.yel. co... be IruofeJTed .o.ach ol i.. ",,' poooible pooi''''n.
wi.h a MQUUU of allowed mal>ono, bal i. ill not _iblo .t ......,. in"...t l<> to In""" direotlylo all noarb,-
<on~SiU">.t"' 'Within an in6lliteoimal a.ighborhood vi. an ia6nilaimal mo,i"". EJ<p.....ed ....alylk.ll"
Ih. oqa"in ""latins Ih. variatio... of the 6ve <:<>a6SlIntian _ordin.... form a noa.in«gnbl• .,.....m of
dilJ....nlw equ,"'....

TIt. pantm.t.<.. 01 ,h. bkyde ore ... followo: M, io Ih, m_ 01 ,h••1""';".....rnhly , ....d we .....
_'1m. thl i enter of vuit, 5, is .t Ih•••"t..,. 01 tho ..10",,1, ..ilbo,,' mnu em>r, [Nott: Ih.. i' H.l1,
..",.., V 11 lO-fg'fI< or , "",/<>. ou 11< .t«ring ........01,./110 beit;h' h, is th... Ih. l'<Iioo of 'he f",nl
wheel, hown in Fig.US. W...... i.aorins Ih. haadleban d r",al forlo, ..bkh would displaee'he <eIIt...
of m r",m Ih. «'I'''' of the ..htd, Ibongh of <:<Inne ill .t I.ut add Ih.ir m.... to Ih. m.... 01 lb•
..heel .. 51' M. dooi",_ ,h. m... ol ...... .. beel, Inm., and rid.... Th•••nt..,. of ",.vity s., ill " h.igb.
ho, ....d io lOt .. dill''''''''' r in I"'nt ol ,h. poia, B, ..h... ,h. rear ..heelloach.. Ih. g",und.

Fluth..., I., A. be.lh. mom , ol inel'li. of ,h. oteering UIOmhly .oou' ,h. nMi.eal uio tbmngh lb.
point B, wh.... iI 00'11..10 'he I"' d, ....d I., A~ be i.. momenl of inmi••bo"t iUI.r...Io_lin. (~Io. horiaontal
Ii"...h.... ilo plan. in the rronnd). 8., B~ tho to<nOponding qn....liti.. 01 ,he lI)'It.<m <oas"'ing
ol tb. rear wheel+fnm.+rid , .bo"t tb. rear coal , poiDl 80, ""d B~. io i.. pr<>dn.t 01 inertia.

The olHriog ""ill II .... til, of" .. itlo .....po« to the ver!;"al, ....d lb. poiut ..h ;1 int.<roK.. ,h. rron"d
Ii... diIt....u c, in f",nt ol ,b. f",nl <on,acl point, and. dilll""". c. iD I",nt or 'h oo"tact poinl. So,
c. -" _ I, ..h I ill Ih. I.ng'h of Ih...heelhuoo.

F'unb let '. be Ih. lilI of (h. pI".. Qr lhe "'.,. ..heel .w.y f",m lb. veriical (pooi'iv. lowardllh.
rill>l b....d of ,h. rid...)", ill ,h. """""poading till of ,h. fro", wheel, ....d"1 is the ....Sl. htt..een front and
rear ..herl m....""'" "",,,-,,-d lb. oteering axio, (pooiti.... if .h. fro'll ..heel is IUnled l.<> ot.eer '0 Ih. l.n lIid.

• BourlM'o int.o.....in. omo1l book Nonni 1'rajt,j dg Bkyclg tt Bicydtttg, Patio J893, p.lI7
o Herto, Ok PrimjPi<1l du M«b....ik, 1. Bnch, Aboc!lft,4, Nr. 123<-133
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of lb. rid....). LeI fl 1>< lb. aogl. of lb. lio. f","mod by Ih. iol<n«tion of tb. plao. of lb. froot whool with
tho cro~nd plao., m...orod. io ,h• •am...DO< .... '1, h it lb. I","""pooding ugl< for tho ru.. whoo!. H.....
... ....~m.. Ih&llh_ &Ilgks (~" I~, fh h, 1) an amall, U only in Ihit I .... do Ih..... d.hilio", bay.. ..,.
immodi&l... mu"u.,. UDd.... Ih_ limitatiollO, w. hava '" ..tahIah. Ih.. k",'matic formoLu fD< Ih. mo&io"."

W. Ihillk <4 t.Io. frool wh..l IHin, br<>~ghl '" ito lill«! pooilioo I, in lwo """po.
poog.889

FOnI "'. who]., bicycl... ,iltod. to th.. angl<! of tho ""'" wh..1 6~, .nIh 00 •...nog aIlowod., Ih.o lb.
rotallon 1 abo"t Ih. It....- axi. it added. {Nol" tA.:. .".... 11I1/"'''1 0/1.... /ram. 10 m•.} Th. latter w.
un dO<.Omp.- "'''' ito hnmonla! ...d ..mica! <:ompooooto (aO< Fig. US) to give a lilt of -,..;"(,,.} aboul
lhe lrack·Jiu (laking aclount of the above-d.hed ....... of routino). Thio can be added, acconlinll to lb.
tkeor."", of ""all _aliena, to lb. fint lilt, yicldin,

,. - h - "<0'(0').

To Ih.... ~dric ""latlon. betw""" Ih• .,.;..Ialioo <O-or1li.oa1ellb"", it added acconlin, '" Ih. abov.>
...m",U a ooobolonomk ....lalioo fO'r Ik.ir lim. derinti_. LeI lb. avang. valo<:;ly of lb. f."...anI. mol;ioo
be ... W.....,."'" lboo'ih. oricotation of tb. bicyd., tb. valo<:ity ", ud tb. <at. of _atio" ~ of lbe front
whod aboul ito <:oulacl poiut &A linu. Tb. d..irod. 1'101alioDi &A obtaio«l if weo~ Ibal Ii>..... Iwo
conditioDi dotermiu lb. motion of lb. poiot wh .... ,b. _ring ""it in",rMCto Ih. ft'Ound. Tb. motion of
Ih.. inl.,,-'Ion it d.lermined, U it ,b. motion of Ih plan. of lb............b..l, wbich followt tb••'earl",
axio. Th. in_lion poinl F (fig. l:lll) b.... along Ih.. 'rac.. of Ih. f"",t wh..llh. ydoc:ily D. Perpandicul....
10 .bil lina il h lb. y.lodty '1~ • W. form ,b. compo"..' of ,b. mol;ion perpaodicul.... 10 tho \rack .f
Ih. "or ..h..1 bich fDrIruo lhe aD.rP< ;, -" _ .; ..ith ,h. Icack of lb. fronl wheel. So thi. compon..'
berom..,

or, to in! ord..-,

A. a _ult of the rolalm ~ of Ih. rue wh..llh. poinl F aloo hao Ih. ~odicul.... <ompon..1 .~~,
00 ~Iinllh.m "Ina! ... finally amve aI

.. Ih. nonllolonomk ""Ialinn w• ...u.
pag.. 8'1"0

BKauH " it omall compored '" '" tlla abov. c.ndilloa u_ ,h.....or ...h...1 in g••ua1 havio,
'" folJaw to Ih. rid. towotda .hich Ib" fronl .h..l it IV1Iod. rN~/'<: if Uu, a.. q1Ul!, ./,<e";", 100<:0 ..........,.....-'1. - ,el 1 <1,..-., .~".."fe""e .f&l,., to .....idaraiioo of Ih cooopooenl of Ui. point F'. v.l.dl, in
lb. tn.d. of Ih. n "bod, Ulothtt ",,,ditio,, for Ih. fo.....ard vdocil1 of Ib......or "h...1 "ill f.llow, which
.h".... lbol i, dillon from Dby l.<nruo of _."d ord.r. FO'r ."c PUJP<lO""', Ihio <:oadi,ion it ...impor1aul.

Now we ban &0 d<\<rm"" Ibe f=.. aod naclio... aclLo, on ,h. bicy.1< (fil. 137). Al Ib.. culor cl
gravil15, acto Ib" force -M", .hil. aI tho ",,,tor of graY;'1 So acto tb. mllch largor forc.. -M". Ruet"'"
fore.. acl al botb <ootact po'n'" and al III••, ...rinl uio coueclinl Ih. fronl ud n .... paru of Ih. fcam ...

• For ....."ac'~..m...1 cllh. lin.malico, _ Wbippbe O'r C.,....U.Io<:. cil. {No/,<: it _aU be ••,.,mi..,
10 Ii.... "" nttilruh... 111 ....... 0/ tho dif!i<oJlw, i. «tI<oJ.li.... , ..<':'<ly ti. drop ./1Jlo fro"t 0/ Uu / .......
de< to Uu t ........, 0/ Uu /lalUi/.bar•.'

•



Ln'. couid ... 5..1 Ih. ~ic~l,'".cliou. W. ooly 0"",,, to couid......action. which W ....co th. ~r.~ity

f_ O..... uprl~ht bicy<:l<Ilra......nin~ in ...r~i~hllin., Ih_ are I."". of hite .i.., Th.ir chn~.. in
c_ or •.,,011 d...i&liono from OIroishl ridinl .....molll or hiJher order ....d ....... be no,l",,<ed.

So ore .... duLU:.1 only wilh Ih. ~ertical foruo ..hicll.uppon boch p..n.. or Ih. bieyclo ~t rut. ccordhll
to Iho 1'''onJ l~,,", 011. hOI to ...Oml ~ ...aclion fO<'Cl ~I ti,. oteorUol axix, ....d ....aclion mo",.nt ..i.h
an uio pcrpolldicnlar to Ih. plan. of the bicycle. Bul. f""", ....d momonl un be -.riu ingle f""",
actinl~' ....other poinl {51_ 131}: {Not" 1M, ....nri",~ Ill. front co..l<lel fo... ;, l f.rnd ...lie,",I,
tl Ict "" 1II. II..,..;., uo·. of tho INm<.J
pog.871

Finl if th.. "Y.tem ........ """,pl""",I, rilid," fOl«

,~ ,
z., - M.,-,~

,
Z, = M,,+M2'I

&«I U Ih.. front on". Th. compon.nt M2'T in z, ;" .r.....miued t!>roOlh .h.. p""""'o", of Ih....ar fro.... onlo
tho .I....u.' __mbly. Th.rdOf'< ore ho...... a b~l""ce in both parll or Ih. 'YO"'" """"«led ..ilh Iho .I...-in,
hinl"', if..., add ....oIh......actio" ~I tbo ,tec:rinl >.rio ~orti.a11y .,......". tb. poinl ..b..... tb. froal ..bullouch..
•h'lrond:

-Z _ -M.rT IkOrinI &MOmbly,

,
Z - M2" fram...

Th........ Ih. for<.eo ac'ing _peeli".ly on Ih........inl _mhly ....d on tb....ar rn.m•. Th. b";,;hl of .h.
point of "lion" <,<"l(er}, .. un be _. in Fi•. 187.

W. now """'. to tho horioontal .....lioM. Flni ......Iio" ±Y .1 lb. Il<!rin. uio pnrpendic"lar to Ih.
pi..... 01. Ih. wMel, Ind Ih....ron alto pcrpoadicnlar 10 Z, wiILiclIl\CmII from • 'r..,J.r of oid....yo molioll
bntWfta both portl of lb. "Yotom. 1111 .ioe, which io aJo,o of lint ord..., io nol. Ii~tic 1I0.....;ly bot d.p..do
on tho .1.10 of molion. Th. do4ermination of illl poinl of aclion ill nni...po<t....t f.. our pnrpooeo,

Finally, ore mDlt mirodo<o tho ....ctio"" It tho 0I....u.. uio in tb. direclio" of motion,,, tboy 'r~nsm;1

tb. drive from the rear ..h..1 to th. fronl ..h..l. Bol tb_ are .boenl ill ~ ""if"",, .Irai.hl-lin. rid. if
lb.... ill no rollin. friclioD and in lho c_ of emall d.~ialio". Ih.y are of MCOlld ord.... At tb.ir Ie~er ono
Ol'Oond oil u:.. ill tb• .....-tical plan. """Ia.inm. Ih. point or COllt....... of lint order, th..ir mOm.nto in oll
.he llpoominl momon' <qulio willlHt of lhird order, ....d u ••huet"", be d......arded.

Fmh......,,,,,, ore dOIl't ha 10 Ia."" inlo ..couol lha. b7 t"",io, lhe front whHl ........&<1 Ih. C1uno,
u:io i.. ""ol..~ poillt io dilpl..ed lid.wayl, geo....lric "'~o;tioo .howl. BeeIUN Ihio diopl m..o. iI 5111
ord..., ito intl.nonu o. Ih. co...id.rod mom to Ol'Onnd .h. poin. of collt..1 ill of _d ord .

W.. ha~. to add a k;n..m~li<: .........k COll<""';ol tho pooilion of Ih. cenl.... or gravity.'·
pog.. 812
I. io ....y 10 .bow scomolrically, thai ill 0111" ..."mpliono lboot .h. poo;.ron of tb. h....dl.bare ....d .h..
OIurinl ax", and Ih. c.nl.... of lTa"ily $;, in parlicular <, > 0, r > 0, by roIIIUo.lh. frollt whHl while
Ih. "'... wheel" b.1d yerticollh. heiRl>' or.he ....tor of 11".~it1 $;, in .. 6rot .pproxim••ioll, iI nnch.....od.
for "'...,... of.,.mmotry, hut in cokolationo to aocond ord... ito boisht ill rednced. So Ihal the pooilion, _ 0
moano • maximn", or .h.. b",-ht of tb. <0"..... of I'"uily. Thio m......hal ill additioll 10 tb. I'"ui.y polontio.!
du.. to lhe oimple til. to One rid.. of Ib.. fron. ud ...........mblieo

Conot - ~(M,,,,~: + M,".~i),

aloo "'""" with lhe f..1or c,.,M.,' and <,.,M,I, loa...... 10 be addod.. W. dOli" bV<l to cokollte .h..m
"".aly bee......h.. force .......... _polld..., to Ih_ utei' th.. linal <qut"''''' .hrongiIL Ih.......Iioll Z (_
"'I". 8) ac<iol 0.. Ih. oI...-in1 __mbly.

,. s.e 80"'""'., pig.. Vl.

,



_NdI•
~'

A, in 'll oecill'lion' ,ooot equilibrinm pooilioJII, Ih. oddilionol kindie~. <o.....ponding 10 the 'IUie
dotleelio....... 001 ""noidored in our 6,..i--ord.,. oqU\i.ou.

Beoida lb. f....... diK....-I. "" far, i... Ih""" ",. g6 ";Ihout fon.ard mOlioll, ... Ibn h&v. lo odd Ih.
oppveOI f......., L•. tho ull.lrifugai forti ud gyroKOpie ""lion•. W. divide lb. f,,",>«1 m""'mont into
lrall,luio" wilk v.locity " in Ih. d.....lion of Ih. "'.all h.ading, ....d Ih. _ ...ion of Ih. wh..l0 in Ih.ir
pl:ona w;lh roIalioool. v.lodly ,. Th. mom.ol of Ih.. _&l.ion .. the um. for boIh of tho wheelo, :ond iI
d.noted N, AI Ih. ro... conw of lI"&vily S, 1M ceolrifngal fo.... iI

iI atling porp.ndi<:ul&rly lo tho wheel plano.
A. a <IIult of Ih. forward ",,,,,.mont aod <ouoqu.nt wh..1rotalion, Ihero ,. I gyrootopi. f<>I'CO wh,,"

",-«"itud. U1d liln 'an be found by Ik. m.lhod .....d for tra.in wal""", wki<k io d-.nbod in a proviona
..dio... Fin.t thero .. wh..lluoing.au S, "'hith <a_ gyroKOpit "'0"'01110 &OOnl tho ..erti<a.l uiI, f""
boIh Ih' ..... alld front ...b..lo:

_N d8,
~

f"" Ih. front wh..1.
pal" au

A. a _nit a 10.... lo lb. righl h.. a mom...1 aooot vertita! ax.. which I...do lo <.h....I. Ih. h.odinl
towarda tho ri&ht (II -. fro'" tka riJu),

AIoo mUll. he added .h. IY'OKOpit aclio" .....lIinl fro'" Inminl aoont Ih. vertit_1 ~, _od acling
aooot Ih. Ir""k·lio.:

for Ih. roar whocl, ....d

N'"
"for lb. fronl ... hocl.

Th. loA Iwo mom..... ka... Ik••am••igo .. tho molll.ol of .h......Irifulal f...... , lid bouu.. N iI
proportiooallo ", diffu only by a ""utanl factor. Tk. "'...... of ootk tk. rid... and Ih. frame ""otribut.
lo tho conlrifuga! foreo, bul Iho ...hed. aIon. produco .b. IYroecopk momouto. So tho gyroecopi<: momonl,
.........y nnimportlllt compand lo Ih. mOmonl (effecl) of Ih. con'ntolal foru, .. inlh. <_ of Ih. ,."'.
wagon. (d. p.775).

Arlor a1llh_ preparation., .... clJllpply tke mom.ntnm oqn'ion, to tk. d_ of froodom d-..lbod
.arli.... For Ih. qn..tioll of .labililyw~ i"IeteI..... hero, ollly Ih. "'lulio.. for lho two d.gnoo offnedom
""..illinl of lho bicycle', 10......d tho IIoor of Ik. ><=inf ...mMy n-l l.o be ronaidorod, boca"",, Ik•
•imnIIIMQu.omaU pon....bation of .ho v.locily i. in tho f,,",ard diroc:tion h... only a high... ord....tr.. t on
Ih... lwo co-ordinat...

Th. ckaog. of mom.ntum aoou. tho tr""k·I;". of tho fronl U1d ..... ",h..lo is klnnically ."pra...I, i .•.
,hrough mIlO ....d ""ckruio. (A... is ..ro, if,.o boglocl Ihe lill of the ",..ring uio (fro"t forMI. ",h_
mIlO is .mall aftd not "'.blinned above.) (Nolo: lA., ,i..g ..... lAnl I•• ' rn.. I..... or ",,0,,1 tIw
fro"t ",,,""1 of tIw .tun.., .....mW'.... verti<:o.l ..0.4 onl.ol ,,,',,eip<d <1%" - p....r",t of i...rti4.!
[Tro.....utio" di/Jinlt,f ,4 ... lAo, it""n", lAo !ill of llu oI..n.., o.z.:., Eve" if 0 _ 0 lAo... "",olJ .till he •
,....r"d of ....m:. been••• of fOTi ...... I .. f4lllA., ...",1 he ig""n", lAo m.... of lAo fOT. uJ ...".11......, or
I.....,i", il i" ....-ti lAo f...m•.[

,



for th~ .......h..l, and

for lhe fronl .h..l.
Th. 'nm oIlh__ io ""In>.! 10 the In'" of lb. mom~nts .boul th. tracll-liu, Ihal io the IO'r<>II<:Opi<

mom.nla .nd the mom.nl dn. to the front and eight. (.ith Iovu ..."'" h, and "" ....p~div.ly), and
due to th~ vert".l aclion Z. W~.n mak. th nma a1g.bni<aUy rather lha.. nel<>riaIly, boc...... th•
•mall ....glt bel lb••h..l tr&C.. h.. only a H«Ind <>rd.r .f.d. Thenf_ w. g.l:

A~'; +...

p.g~ 8U
Uling Ih, f""" Z from oq. (6), thia oqu..io.. beeom..:

(7).

Th~ laolterm 01 oqnation (7):

diup!"'.....h,.. the fro..l_ and ....,...h..l plan...oincm. Th.... a<:««ling I<> the lief_fo.. nd IoweriJl. ol
th.1Ul" «nlU olgravity d'" 1<1 t ..l1li'l the handl.b..... By lb. ".y, il a1...y. dia.p!"' if tho.I~ axis
1'_ Ihrough lb. ~olacl peinl (c, _ oj, 1>0<. 10 tinl appt"<lXimation, Ih, front h.,.1 .,.. be Iwiolld
f_ly .bontth, .leering uit witbo..1 .lI'eet'ng tb' h.,.!.

W...ilI h."" 10 Ht "I' the m<>m,nt..m <qutio for Ih, verti<a.1 uia, bul ....ill f.....implkity let Ih,m
np f.... an ""it p...a.I1~110 the sleeriog uie, .hicb io tilted by an angle (7 from lb. "''''uI. W. ebOOll tb.
ax.. thlOllgh botb c<*t...t poi..I., 'Dd Ht "I' Ih~ oquatio"" (for "..,at,. <1ully) for both p&ri.l of Ib, bicycl,
Hparat,ly. In thio._., have 10 Iak, "&Cliono from Ib, .""';..g ""io into account,

From th_ ... <>nly gn tho m<>m.Il' of th. foru ±Y Ihal ...ta pe:rpendk"l..- lO the .h.,.1 pla.o." and of
tho vertKa.I foree ±Z. Tb, ...m of th,ir m<>m...ta ia for Ih, .h-.. ""eo ind.pe"",,,t of Ih,ir poi.DIs of aclioa
lolmog th' oteuUg ""is?).

(Y + ze.j,.e""",,

for tb, .......h..l, and
-(Y + Ze,)c,.,.,..,.

for ,11." fro.' whed. Th.......'io" mom,,,t.t 111., ateer:ing axis ...... be ....lected 1>0<...... both puis .... f_Iy
t.....blo .bout th, .teering axis. (J.,., tAo", .. 0" l<>'f'" ,ur"~ !, ~'" II<> that thi.o h.. no ~m_.nl
ll<Iu"d 111. lteeriJlg &Xia or til' &11.. p..-all,110 il wbid. w, have eh.......

For til. fro"l wll.,.lllI. ch.nge of mom."t"m in tbll dindion, accordi.DglO th. not.tion of pag, 868,
is .alculated .ith the kiodi< ,lom'''Is

pag~ en
Th~ fY"'KOpi< m<>ment abo..1 Ihi. axis eom" from liLe fY"'KOpic m<>menla oil PI'. 872, gn,

,
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AIoo ... ha•• w hd 111.. momenl du. 10 111.. cenlrifufol f"",., 111.. _ishl, ....d 111.. Z, Y .uclion•. W. call III..
10_ ann of lho conU'Uufol f"",••, _ Io,n...,., ."d a«or<linfly _ f'" ~ til.. 1'....1' .. 11...1: " _ Jo.,n...,.+rc~

(d. Fif. 1S7). So ... fel I"" mom,nlUm equlion

(9).

In til.. ca.. of <, _ 0, ..hidI mUIlll lhal 111.••I..rinf ari. f- Ihroufh. III.. wnchinf poinl of III.. frnnt
..heel. Ihio eqeuion and eq. (7) ..oeld deocriho tho motion wmpkt,ly. Th, reacliollS Z ....d Y ..ould drop
<>lI1, beeallH Ihey <:<>uld n~ iuh.ueo lho m~i<m. of Ih. ol...-in.......mbly .bo.l II•• ol...-inS ari., ..JUdo
o<ln&1ly p_ IhronSh 111.. frnnl ""ulocl. The .id....Y" m"".m.nl of III.. <eor ..11...1 ..onld be sinn from
tb. movem.nt of til.. front oon'act. Th.<efore til.. ~pic mom.uto ..hich acl at the rur wheel aboul
111.. wrlical ari. ore bol.....ed by til.......<lion ~ til.. "I_inS ari., ....d would n~ be taken inw auonut for
Ih. whole oyol......

But {or 111.. rut .....an...m...1 of Ib, .t...-inC uio, c, > 0, tb. mov.menl of lb. fuml .. 11...1 io inlneuced
by 111.. mov,menl of II., <eor ..heel, i.e.••;d....Y" h.mi... of Ibe <ew ..heel io ll"&D.Omilled w ,b. fronl ..h..1
..i'k no oit;n <han ITA;' "'.y '" IA. k;~."",'i<:aI r<l_I':"~ ..{_...., 1.lcrol t"'plo.«",eul o{ th_ ,'ccrillf oAr,
_M ,olllc,...' '.110. 01 lA, , ..A•• 1M " .."", ... I..",,,., So fOO" ~ple Ihe un>OC<>pic momenlo of
til.. 1..0 ..11...1. <einforu neb "'b .

Th..... 11. .. 10 be ..I np .noth equalion for the <ear ..heel analor>'" lo (f). Til., thang, of angnlar
mo""nlnm io bore

(9).

In (S) and (9) w, ha., 10 .limin.l.e Ih...uction Y, lhal ia cak"lal' Ihe van'lion of ......ular mo"'.nlu",
.bonllb••loerin.. a:oia. We 111.... oak.IM.

.... (l) +'l . (9),

page 87{1

i.•.
(10).

Bee bkyclo motion io ind.pendenl of th. abeolnle: vain.. ol ." h, a:od only Iheir dilf....l1.. io .iCll.i.li.-
<a:ol, 101!I1 10 intr<>dn.. Ihe .,...."fle 1 ~ween .h, plan.. of lJoe front ...d .Joe rear ..11....10 from Ih,
kinem.tical equa.ionl (2). (3), (7), (10). H ...... Ihe Ib",", l1ot~ion 1C"'" =., -h"., then ... Crilb.
equliono

....dbee....... -<,_I:
(II).

(lln).

Willi. Ihia oub.l.ilnlion Ihe equalio"" (7), (10) beeom.:

(I I),

reopeclinly.
p ..... lI7T

Equlion (II), which io Ih. mo",.ntem equlion for .b. ot.oerinC uio, _ ..li&1ly ""nhi... lb. adio""
..bi<:lo .llocl • relalin lurJlin.. of the I"", ..11...10. finl til.. _ond lenn ollh. 'loin! Li". ""'1m. Ih...lion•

•



~ br BovIri" , IlL.. io a __ tlLu couC«acU lloa l..-iq ol'u froM wMel....-.d ,"" IOIftriq
..... it c, io ~IM, ud .lLcnI"... IooIdo lu froat wloeol .pript it lu roar wlL'" • Itdd .pricht. Si-<:. lu
....., axio io ;" &0., oliloa &ou coa.Ud, apparudr •~ pn>d-.aol br'loa frame ac&a ....... rn.,
wltM!, w~ dindioa io ;" 'M pla.M ol ... fruD<e. nio...-re \.riea '" ...... 'M f..., wbed al>Mt iu
_l.act., -.It Ot&t tloa pla.. ollM froooI. ud lUI" paN ol.1oc bi<rdo~ tot;..lL .

n. 0'........ ud uatrif.,aI ad.iou ill lloc r....u. ud ifIlL .... .,...j witll #. ..d #. no.
lal..... _ ~ uUO<! br lILa kiMmat.iuJ -......u wloidL ..eq.u-e a cU'Tat '" 1100 pallo of~ wlL...L
nio pallo~.......m ,i.ted wi<lL .1......aI (oru .. • lL. wheel Nol.iu til lL. _ witll ,;,,; ;", lu
f".nIL Iiae~ _Iy uuod by "" "PM; actioD.lD.."" c_ ol"ll;"', '" .IL. bicyde, tILe (",al wliLacl .........t .......ad lha lI.Hria, uil .....I>< ........ tid.
by ,IL. wcie;hl, bee...... IlL. '.m. (of Ih. wbacl) io ill r",~. '" .be I1c<riDJ uio. n. im 1_ IcnJuI "r,lLe
lOll' liD. <XPF- Ibill. Th I.... term, whKJr. co."'i,," Ih. f&<:l<>r -;., ill "'IlIaI .... Ih. 'inkin, (Iawarin,) of 'b.
~1I1... of moa, which .... diKllaoed urlier, .lId iI nuted by. hun or Ih. rlOlI' wh••I, if <, iI pooit'...,. Th•
.,lI'«. or thill killem.tical 'context' h.. til be Ih.t &11 initi.llumillif ".lIhue«! by ....v,ty.

Equationl (I). (Il) coII.ain only'" '" ;.. Wo add Ih. kinem.tical equtio", (1) .. Ih. third Iill....
..I..io" batwem Ih_ nrllblu:"

(111) ,,-1,--')1'.... --;.1.....

To ia-'&a1a.1La ...bllitr ol.lLia .,......, _ h ... to t .... cad variable .... upoaotBliai r.acmll 01

."'" (12).

no _ obIaia. r...... IL onu.-~ ""luI;"" rM.\., boc.a I io liM ft. 01 oI•• ...,l... ol (I) ud (0)
11m) ..... .., derivatin .....}. n-..~ lhior........ ..u.nc d. 1M or--;
poop STS
1"- ~.UNO ;r all fov _ an ~pkx witlt. _pooitiYa ra.aI patU, M ia liM cua d. &1.-.,
1"- ........alM. H _ plOl (12) ia (I), (0), (m), _ obt&ia. oft.., C&IIuUia, IILe (ae '" IlLraa Iiaear
""-_ ""I....... ia 1100 r.d".. ",6, c. n. cl.ot......t A oll"o ",....,;" olilooi< coelliciaBu io '" be
.. lei ......, tloia lDaIrIx io wrlt..a

.0._ .....

""g. STII
If "". lo.bo ill'" K«>un, 'ht N io plO»<lK;"n~ '" ", lhe caJealal;". d. lhio d.t.rmin.... w"lIld yiald

on equa'i"n "r Ih. r"llowin, {"rm,

"'~. + 11..~· + h. + "12 ..1)~' + (5,,, + 05, ..'». + (., + .,..')_ 0,

wh...., "',il,1,- .... conolanl.o iBdepeQdent "' ... T" oOlillfy lb. COBdilioQ roo- ..abilily, wb;clt ..)'1 that lb.
aqa,,;"B io .01 a1kPwod lei b .......y _ willL pooIli....aI parto, il io .ee....,. IlL.. aU cOIIlIiciettu bo
pooil;.... 0.. IILe 01•• ".d • io _ -uia '''1 _ wiD bo ,a&nlllOcd liability jut frOID llta p<>&iti.._
01. tII_ coclliciab, .. il io __"y lei funa .. additiottal clioaiDtiJtuIl.

W. daB'l ...... lei do I'" ~.bti<Iao~ b., ref... '" ...lu ..bt'iaed br WIIippio,w~ .... buod
...... dUncuio.. ol bicycl••

f ... a _aD .,........ io ......bIe bou._ '" ito wftPt.. It.<:wrdia, 10 IILia, _ hd \bat 1,,', .....
aocatio<o, wltilot ia coatraOl " io pcaitiYa, ",il. n.. ....sc;...u ol ... !I.it;_ p<>WBS d. .. i... "I2,~,

OR poaitio<o, ia caa.traOI ....., w~ io ,..., a11.,1t '" _aD abool.u .&1... 'I'M c""lIi<inu d. ), ud
)" bocoma~ w;llt iaeJauia, wi<lcity, wlLilo d•• ),o ....... tlt.cnl"... boa<>.- aoc&li.o.

laitiallr tlLoc~ 01. ), bea>m........M.<>r • ...aocirr of~&toIy 10, ...2 _I'"", 1"- 1M
" 5ri-M d.),' poo;li_,... _ -Iocitr '" -wr-i-atcIr .., _ 14 1<-1'''' r ..alIy, lite ~o coolIkM.1
bocolll_ ...at..... r... lOa _ 20 bn/~. Siabilily io "air ~,blobd._ .., ..d 10., bau_ ia tloia ia......a1

11 Boar~ p. 110
II Olll' eqll ........ (I), (II), (III) .... liuO<' ..."'hiJI........ d. Ih_ hum Wbippll> (po,. S23) ud C.....a11o

(p&c1I 100).

,



all codciouo U1I pOIli,i_ A~ ddc: ~ Ihl __.aIly oaIy h ..........ploc.o ~....... 'M
...~ benNa .. _ 161uro/"r a.d.s _ 20 hn/Iu. n.. <&k.btio.. br C&rnIIo, ..~ mad. 1<11""
014.- mod'" of biqcl., &i"'" q.alil.alin!y 1M ...... ""10, bol f<ll" a.1Il~ lim.;10 .........1I1Il _&!lot n.J.-.
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durch die Rollbewegungen d'es Schiffes' übertragen "Werdep. 'können.
Doch ist ,deren ,Wirkung durch Aufhängen .des ganzen Systems an sehr
langen Federn ausgeschaltet worden.

Aus Allein ist zu 'entnehmen, dafs der Kreiselkompafs in der. That
einen wirklich. brauchbaren Ersatz für den Magnetkompafs bietet:,Aller.:.:
.dings dürften die vorläufig sehr hohen Kosten der Einführung. bei der
Harldelsniarinezuriächst .im Wege 'stehen*) und sein Verwendungsgebiet.
der Hauptsache nach auf die Kriegsmarine beschränken, für 'die nach·
den eingangs geschilderten Verhältnissen ein nicht-magnetischer Rich,­
tungsweise'r geradezu eine Le'bensfrage bildet.

'§8., Stabilität des Fahrrads..
. .

Die wesentlichste Frage bei' der Konstruktion der modernen Zwei-
räder, die nach der E'nergie, qie der Fahrer zur Erzielung der verhältnis:'
mäfsig grofsen Gesch~indigkeit aufwenden mufs, ist theoretisch vielfach
beJIandeH worden. **) Die gröfsere Energieersparnis, sowie die leichtere,
Lenkbarkeit sind der wesentliche' Vorteil des Zweirades vor dem Drei~

rade. Mit den genannten Vorzügen ist aber der. Nachteil verbunden,
qafs in der .aufrechten Stellung der Schwerpunkt sich jn labilem Gleich-__
gewicht .befindet. Um die Gleichgewichtslage bei.. äufseren Störungen',
dennoch einhalten zu können, ist eine Erlernung des ..Radfahrens nötig,
die allerdings durch. besondere Konstruktionen des. m9~e:rnen Fahrrads.~

erleichtert wird.
Tragen nun zur' Stabilierungder' aufrechten Lrfde bei genügender'

Geschwindigkeit. auch . die Kr~iselwirkungen der roti'erenderi ·.Räder in'
nennenswertem Betrage bei, 'indem~in derherkömmlicl;tell.B~~e~chnuI;lgs7,
weise,'o die RotatloDsaxeIlbestrebt sind, ihre Richtung 'im; ttaumeb~i7:
zubehalten? ' Im. Hinblick auf die' geringe Masse der Räder gegenübe~'

der Masse 'des ganzen, von Fahrer ,und Rad gebilaeten Systems möcht~:
man eIne solche Wirkung hezweifeln. Und offenbar liegt es auch,nicht
in del" Absicht aes Fabrikanten, sie zu verstärken, da jä sein Bestreb"eIi.'
dahin geht, im Interesse' der Energieersparnis .alle Teile des Fahrrads;
möglichst leicht zubauen,-~ährend- eine VergröIserung der RadmasseIi.
der Stabilierung durch Kreiselwirkungen zu staUen käme..

Jedenfalls müssen wir auch an dieser Stelle betonen, dafsdie KreiseF·:'
wirkungen nur dann' in ,Kraft treten können, .. wenn das System dil;}'

, *)'Vgl. die Diskussion zu aem eingang~zitiertenVortrag v6IiAIiscp.iHz in.
der Schiffbauteclmischen Gesellschaft; Jahrbuch X, pag. 361. .

**) Vgl., Encyklopädie der .m~th.Wis5. Bd. IV, Nr: ~ (Wal,ker,. Hpielun'a-'
Sport), pag;149.' '
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genügenden Freiheitsgrade besitzt. Für ein "Einrad", d.h. eine einzelne.
rollende Scheibe, ist die Stabilierung zweifellos möglich, wie die theo­
retische Berechnung in Übereinstimmung mit der Erfahrung bestätigen
würde. Bei genügender Geschwindigkeit ist, die rollende Bewegung
einer solchen Scheibe bei vertikaler Ebene ·stabil. *) Hier kann die
Bewegung als fortschreitende Bewegung, des Schwerpunkts, verbunden
mit einer Kreiselbewegung um den Schwerpunkt, aufgefafst werden,
und die letztere' ist· ja aus den früheren Untersuchungen dieses Buches
als stabil bereits bekannt.

Die relativ; gröfste Ähnlichkeit mit einer einfachen Scheibe hatten
.die urspl'ünglich vielgebrauchten "Rochl'äder", bei denen zu dem grofsen
Vorderrad, das der einzelnen Scheibe entspricht,. nur ein kleines Hinter­
rad tritt, um den Sitz des Fahrers zu stützen und die Lenkung zu
ermöglichen. Das Hinterrad würde aber die Zahl der Freiheitsgrade
des Systems um eins vermindern und 'dadurch die Stabilierung unmög­
lieh. machen, wenn nicht'die drehbare Lenkstange die Verdrehung der
Vorderradebene gegen die des Hinterrades erlaubte. Bei Feststellung
der Lenkstange hätte das ganze System nur noch zwei Freiheitsgrade,
das Umkippen um die horizontale Spurlinie und die mit Raddrehung
verbundene Vorwärtsbewegung, und damit fiele jede Möglichkeit der
Stabilierung durch die Kreiselwirkungen fort. Das heutige Zweirad nun
ist nur in 'den Gröfsenverhältnissen von dem. Hochrad verschieden; die
beiden Räder sind gleich grofs und die Masse der Räder ist viel kleiner­
i:m Verhältnis zur Gesamtmasse. Daher wird auch der Eiriflufs der
Krei,selwirkungen abgeschwächt.

Der dritte Freiheitsgrad, die Drehung um die Lenkstange, ermög­
licht aber nicht nur die Kreiselwirkungen, sondern auch die Hilfen,.
die der Fahrer zur Aufrechterhaltung des Rades selbst geben kann und
die der gelernte Fahrer unwillkürlich anwendet. Die ursprüngliche
Theorie des Fahrrads, die von Rankine herrührt**), berücksichtigte
nur diese, vom Fahrer selbst ausgeführte Stabilie'i'ung. Neigt sich etwa·
das ganze Rad auf die rechte Seite, so wird der Fahrer das Vorderrad
nach eben dieser Seite drehen und dadurch das' Rad zwingen, nach
rechts auszubiegen. Die durch die Wendung entstehende, im Schwer­
punkt angreifende Centrifugalkraft hat ein Mom.ent um die Spurlinie,.
das die Radebene wieder aufrichtet. Um nun ein· Überfallen nach der
linken Seite zu vermeiden, mufs der Fahrer die Lenkstange wieder
nach links drehen usw. Gerade weil auch diese künstliche Stabilierung
die. Existenz des dritte~ F:r:eiheit~grad~.s, der..Drehung um die Lenk-

*)Vgl:Carvallo, Journ. de'l'Eeole polyt. 2.8er.,' 5. Heft, 1900..
**) Theory of bicycle,-Engineer 1869.
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stange, notwendig voraussetzt, ist es schwer zu entscheiden, welcher
Anteil an der Stabilierung auf die Kreiselwirkungen, welcher auf die
unwillkürlichen Bewegungen des Fahrers entfällt. Gegen die bedingungs~

lose Annahme dieser Theorie wird der Fahrer einwenden, dafs er sich
durchaus nicht einer beständigen Führung der Lenkstange bewufst 1st,
dafs er ja auch, ohne sie zu berühren, sicher zu fahren im Stande ist
und die Lenkstange mehr, um ein Umkippen des Vorderrads zu ver­
hindern, führt, als zur Stabilierung seiner aufrechten Lage. Er kann
ja übrigens auch durch unwillkürliche seitliche Neigungen des Körpers
ein Schweremoment erzeugen, das ein Umfallen verhindert.

Es bleibe dahingestellt, inwieweit die Stabilierung durch kleine
Bewegungen des Fahrers selbst erreicht werden kann, darüber könnte
vielleicht das Experiment entscheiden. Für alle Fälle aber wird es
von Interesse sein, zu untersuchen, in welchem Grade überhaupt Eigen­
stabilierung des Fahrrads ohne Bewegungen des Fahrers möglich ist,
und wieweit dabei Kreiselwirkungen mitspielen. Der Stabilierungs­
vorgang ist dann der, dafs eben die von Rankine besprochenen
Hilfen teilweise die Kreiselwirkungen selbstthätig übernehmen, unter­
stützt durch geeignete Konstruktionen des Rades, die noch zu be­
sprechen sind. Die. Frage, wie weit das Rad ohne Zuthun des Fahrers
stabiliert ist, unter der Annahme also, dafs der Fahrer starr mit dem
Rahmen des Rades verbunden ist und die Lenkstange nicht in der
Hand· hält, ist von Whipple*) und Carvallo**) behandelt. Wir
werden im Folgenden zu untersuchen haben, in welchem Grade an
dieser Stabilierung die Kreiselwirkungen beteiligt sind. Dabei werden
wir natürlich von allen Nebenumständen (einseitiger Antrieb durch die
Pedale, Nachgiebigkeit des Pneumatik und die dadurch bedingte end­
liche Berührungsfläche mit dem Boden,Reibung an der Lenkstange,
bohrende Reibung am Boden usw.) absehen.

Bei WhippIe undCäfvallosinq. die allgemeinen Lagrange'schen
Gleichungep. erst~r, . bezw. zweiter Art aufgestellt, die letzteren 'ent­
sprecbend modifiziert, da es sich um ein "nicht holonomes System"
handelt, und diese für den Fall der kleinen Schwingungen um die ge­
radlinige aufrechte Fahrt spezialisiert. ·Wir hoffen, den mechanischen
Zusammenhang besser hervortreten zu lassen, wenn wir zur Ableitung
entsprechender Näherungsgleichungen, ähnlich wie es bei den früher
besprochenen Anwendungen geschehen, zu den Kräften, die im Falle
der Ruhe auf das System wirken, die von der Bewegung hervor­
gerufenen Kreiselwirkungen und. Centrifugalkräfte zufügen. Es ist

*) Quart. Journ. of Math., Nr. 120, 1899.
. **) Journal de l'Ecole polytechnique, 2. Sero 6. Heft 1901.
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dabei . wieder ··aus.reichend, um die Glieder erster Ordnung. in den
Schwingungen zu, erhalten, den vereinfachten Ausdruck (I) der Kreisel-,
wirkung; pag.764,zu yerwenden.. Wenn wir quadr~tische Glieaer in
den kleinen Schwingungen :vernachlässigen, so bemerken wir noch, d,afs
die' Gröfse der überh~upt in Betracht kommenden Ausschläge völlig
ipnerhalb der Grenze liegen, für die diese Näherung bei der hier ~u

ford,ernden Genauigkeit ausreicht. '
Die so ,zu erhaltenden Gleichungen stiinmenmit denen yonWhipple

und Carvallo ü1>erein. .Aus ihnen ist zu folgern.: Die Bewegung ergiebt
sich für kleine Geschwindigkeiten 'naturgemäfsals 1l1biLFür gewisse
mittlere Geschwindigkeiten ,. aber wird die,' Bewegung stabil, d. h:. die
Behwingungen können inder Eorm

AeH ..

da~ge'stellt werden" wol eine koniplexe, Gröfse mit negativ reellem
Teil bezeichnet. Whippie findet unter' 'Zahlenannahmen, die .eintün
modernen Fahrrad, besser entsprechen;, äls die von Carvl111o, für dies~s
Gebiet etwa di'e' Geschwm:digkeiten von ' '.

16 kmh-1bi~20 kmh- 1

also Geschwindigkeiten, die leicht erreichbar, sind. Für gröfsere Ge­
schwi:o,digkeiten wird die Bewegung, WI1S pl),r~dox er$cheinen könnte,
wieder~ !fLbil" doch wird sich aus der :Axt, wie ,die einzelnen Bestand­
teile d~s Systems gekoppeU sind, diese Erscheinllng leicht erklären.
Praktisch ist übrigens' die letzte LabjIität nur eine schwache lind kalln
durch fast unmerkliche Bewegungen d~s Fahn~rs, auch ohne Berührung
der Lenkstange, aufgehoben werden.

.' Uns interessiert, hier der Beitrag der,Kreiselwirkungen, ,zu~ den 'er"'
~äh:QtenResultaten. Wir, werden. zeigen, was bei: den genanpten
Autoren nicht verfolgt ist" dafs bei Fortfl}ll der Kreiselwirkungen das
Gebiet de:rv911ständigenStabilitä,t verschwinden wür51e, ,dafs also die
Kreiselwirkungen trotz ihrer Kleinheit für die selbst~ndige Stabilierung
unentbehrlich sind.

]:>as Zweirad (Fig.135) besteht im Wesentlichellausde:rn.&ahm~w,

der das in. seiner, Ebene gelagerte Hint,errad trägt, un.d deJ;' Lenkstange,
derert A~edas Yorderrad ,trägt. Da die Lenkstange durch einen .fest~n.

Tubus der Rahmenebene gefüh:t;t ist, so handelt es sich um zw~i

ebene Systeme, die". um eille, gemeinsame Axe drehbar" verbunden
sind. Mit dem Rahmen ,denken wir uns auch den Fahrer starr ver~- ',. '.. \:..-: ,- . - . .. -" ,

b:undeI,l.. Die. I)r~haxe der Lellkstangeist, bei den .moael'nen 'Rädern.
nach rückwärts geneigt, und zwarso geführt, dars ihreYerlängerüng"die'
durch den BerührllngspunktB1 .des 'yorderrads gezogene Vertikal.e B1 Sl
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Fig.135'.

zwischen diesem·~ und dem Mittelpunkt 81 schneidet (Fig.135)~ so· dars
also·die Verlängen;tng den Boden vor dem Berührungspunkt trifft. Wie
Bou t le t *) hervorhebt,
'Y"ird durch diese Führung
der Lenkstange das Um­
fallendes Vorderrads er-. .

schwert, wenn man sich
das Hinterrad., geführt
oder,durchSchwerpunkts­
~erlegung deslfahrers, qis
zu einem gewissen Grß.de
aufrecht'gehaltell denkt.
~in näheres EilIgehen ~uf

die Folgen dieser nicht un­
wesentlichell AU,ordnuIlg
wird hier entbehrlich sein;
weil sich ihr Einflufs in
t~nserer ;späteren analytischen :ßehandlung natürlich von selbst zeigt.

Na({h dem beschriebenen. ki.nematischen Zusammenhang. zwischen'
Vorder- und, Hinterrad könllen wir ,in irgend einem Moment etwa die
Lage 4er Rahmenebenewillkürlich vorgeben (2 Koordinaten für den
Berührungspunkt, 2 Koprdinaten für die Lage der Rahl)1enebene), ferner
die Verdrehung der Vorderradebenegegen dieI.tahmenebene (1 Koordinate):
Die Lage des ganzen ,Rades ist hiernach bereits 'besti:n:iffit, da noch
die BedinglWg hinzukommt, dafs beide Räder d~n Boden berühren
mÜssen, sie hat also, bei Ignorierung der cyklischen Koordinaten, die
in, de~ beiden Ebenen~ie Stellung. der Räder UIn ihr~n Mittelpunkt
festlegen, im, Ganzen 5 Freiheitsgrade der;Lage.' Die Bewegungs­
möglichkeit des. Rades ist zunächst eine Neigung seiner Rahmenebepe,
dann eine Verdrehung des Vorderrades um die Lenkstange. Da die
Bewegung der beiden Räder eine Tollende sein soll, ,so ist, durch die
Lll,'ge deI" Vorderradebene ,auch seine B,ewegungsrichtlmg bestimmt, .da­
durch is~ dann die Bewegung der Lenkstange gegeben, und also auch
die Bewegung der" mit der Lenkstange verbundenen :e:interradebene.
Willkürlich bleibt nur' noch" die Geschwindigkeit ßer Vorwärtsbewegung.
Das Rad hat also 3 BewegungsfreiheiteIl,.

. Wir lernen 'hier das charakteristische Merkmal von nicht holonomen
~yste~ell**) kennen, 'zu denen ,alle rollenden Bewegungen gehö;en: Das

*J In dem anziehenden kleinen Buche: Nouveau traite des bicycles et
bicyclettes, Paris 1898,pag. 87 :ff.

**) Vgl. H~ Hertz, Die Prinzipien der Mechanik, 1. Buch, Abs,?hn. 4, Nr.123-133.
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Rad kann in jede seiner 005 möglichen Lagen durch eine Aufeinander­
folge von erlaubten Bewegungen übergeführt werden, während es doch
in jedem Moment nicbtin jede mögliche unendlich benachbarte Lage
durch eine unendlich .kleine Bewegung': übergeführt werden kann.
Analytisch gesprochen: Die Bedingungsgleicbungen zwischen den fünf
Koordinaten der Lage bilden ein nicht integrables System von Diffe':"
rentialgleichungen.

Die Konstanten des Fahrrades seien die folgenden: M 1 die Masse
des Vorderrades, dessen Schwerpunkt S1 wir ohne wesentlichen Febler

'im Mittelpunkt annehmen können. Seine Höhe, also der Radius des
Rades, sei hi (Fig. 135). Von der Masse der Lenkstange, die wir in
Mi mit einrechnen können, haben wir bei der Schwel'punktsbestimmung
abgesehen. M 2 bezeichne die Masse von Hinterrad, Rahmen und Fahrer.
Deren Schwerpunkt S2 habe die Höhe h2 und den Abstand r von der
Vertikalen durch den Berührungspunkt B 2 des Hinterrades.

Es sei ferner: Av das Trägheitsmoment des Vorderrades um die
vertikale Axe durch den Berührungspunkt Bi, All u'm die Spurlinie, B v ' 'Bh

die entsprechenden Gröfsen des Systems: Hinterrad + Rahmen + Fahrer
im Berührungspunkt des Hinterrades, Bhv das Deviationsmoment dieses
Systems in der Radebene, ebenfalls im Berührungspunkt gemessen.

Die Lenkstange habe die Neigung (} gegen die Vertikale, ihr Fufs­
punkt F liege um die Länge Ci vor dem Berührungspunkt des Vorder­
rades, um C2 vordem Berührungspunkt des Hinterrades, so dafs C2-Ci = l
der Abstand' der beiden Berührungspunkte wird.

Weiter sei {)o2 die Neigung der Hinterradebene gegen die Vertikalet

wobei eine Neigung nach rechts im Sinne des Fahrers positiv gerechnet
wird, -3'i die entsprechende Neigung des V~rderrades, r der Winkel
z.wischen Vorder- und Hinterrad, um die Lenkstange gemessen,'positivt

wenn von oben gesehen das Vorderrad entgegen dem Uhrzeigersinn
gegen das Hinterrad· geneigt ist. Pi sei der Winkel des Vorderrades
gegen die Ebene der mittleren Fahrtrichtung, um die Vertikale im
gleichen Sinn gemessen wie r, P2 der entsprechende Winkel beim
Hinterrad. Dabei soll es sich nur um sehl kleine Winkel {t11 {t2' PH
P2' r handeln, da nur dann diese Definitionen unmittelbaren Sinn
haben. Unter dieser Beschränkung sind die kinematischen Formeln
für die Bewegung aufzustellen.*)

Wir denken uns das Vorderrad in zwei Schritten in seine geneigte
Lage -3'i gebracht. Es habe zunächst die Neigung des Hinterrades, {t2'

*) Für genaue Durchführung der Kinematik des Fahrrads vg1. WhippIe
und Carvallo 1. c.
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WIe wenn es starr mit diesem verbunden wäre, dazu kommt die Ver­
drehung um die Axe der LeIl:kstange, y. Letztere können wir nun
(s,Fig. 135) in zwei Komponenten zerlegen, zunächst eine_ um die
Spurlinie, - r sin 6, mit Rücksicht auf den oben definierten Sinn der
Drehungen. Diese addiert sich 'nach den Sätzen über kleine Drehungen
zur ersterwähnten Neigung des Vorderrades, so dars also wird:

(1) .f>'i =.f>'lI - r sin 6.

Die Vertikalkomponente der Drehung r liefert dann:

(2} CPi - !P2 = r cos 6.

Zu diesen geometrischen Beziehungen für die Lagenkoordinaten
tritt noch, den obigen Bemerkungen entsprechend, eine nicht holonome
Beziehung für die Bewegungskomponenten. Die mittlere Geschwindig­
keit der Vorwärtsbewegung sei u. Wir denken uns die Lage des

Rades, sowie die Bewegung u und die Drehung d:: des Vorderrades

um seinen Berührungspunkt gegeben. Die gesuchte Beziehung erhalten
wir, wenn wir beachten, dafs durch diese zwei Angaben die Bewegung
des Fufspunktes der Lenkstange
bestimmt ist, also auch die der C

2
C]Jz i

Hinterradebene, die ja derLenk- Ci rpl' \ \1"::::'-"'\
stange folgt. Der Fufspunkt F ,/ ~... .;,
hat (Fig. 136) in df\r Spur des Br. •..•••••..••...•~~•.~./'~ ...;

Vorderrades die Geschwindig- -rI&"" cp~ -- ep~ Y1. 01.
Hinterradspur

keit u, senkrecht zu dieser Ebene Vorderradspur

die Geschwindigkeit Ci d:ft1 • Fig. 136.

Wir bilden die Bewegungskomponente senkrecht zur Spur des Hinter­
rades, die mit der Spur des Vorderrades den Winkel CPi - !Pli = 'l/J em­
schliefst. Also wird die gesuchte Komponente:

Cl dlt1 c~s (Pl - !Pli) + u sin (!Pi - Pli)

oder, bei Vernachlässigung quadratischer Glieder:

LdCP1 + ( )Cii([t U Pi - Pli .

In Folge der seitlichen Drehung dlt2 des Hinterrades wäre die näm­

liche Komponente

und es folgt daher:

(3) C2dlt2 = Ci d:ft1 + 'tt(Pi - P2)

als die gesuchte nicht holonome Gleichung.
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Da Ci klein ist gegen c2,so dräckt die Bedin'gung (3) aus, dafs
das Hinterrad im Allgemeinen nach derjenigen Seite folgen mufs, nach
der das Vorderrad gegen das Hinterrad verdreht ist. Durch Betrachtung
der Bewegungskomponente von Fin: der Spur des Hint.erradeswürde
noch eine Bedingung für die Gesckwindigkeit der Vorwärtsbewegung
de~ Hinterrades' folgen, die von uum Gröfsen, zweiter Ordnung ver­
schieden wird. Für unsernZweck ist diese Bedingung unwesentlich.
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Fig.137.

Es sind nun die auf das Rad wirkenden Kräfte und Reaktionen
zu bestimmen (Fig. Ü37). Am Schwerpunkt- Si ,greift die Schwerkraft
- M i g an, am Schwerpunkt S2 die viel gröfs~re Schwerkraft -M'}.g.
Reaktionskräfte wirken an den beiden Berührungspunkten mit dem
Boden und an der das Vorderrad und Hinterrad verbindenden Lenk-
stange. .'

Betrachten wir zunächst die Vertikalreaktionen. Wir brauchen
hier nur die Rea,ktionen zu beachten; die bei der' aufrechten gerad­
linigen Fahrt der Schwerkraft das Gleichgewicht halten, da diese end­
liche Gröfsen sind; ihre .Änderungen im Falle kleiner Abweichungen
von der geradlinigen Fahrt siTI;dals' kleine· Gröfsen höherer Ordnung
gegen die ursprünglichen Werte zu ,vernachlässigen.

: Es handelt sich also nur uni, die vertikalen Kräfte,die im }1'alle
der Ruhe die beiden Teile des Rades stützen. Nach den allgemeinen
Gesetzen müfste man an der Lenkstange eine Reaktionskraft und ein
Reaktionsmoment mit der Axe senkrecht zur Radebene ansetzen. Kraft

, '.

und Moment können ja aber durch Verschiebung im allgemeinen zu
einer Einzelkraft zusammengefafst werden,' und wir erhalten so die
folgenden Reaktionen (Fig. ,137):'
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Zunächst, WIe wenn

(4)

am Berühr~gspunkt des

(5)

das System vollständig starr wäre, eine Kraft
. l-r

Z9 = M9g -'-l-'

Hinterrades,

(6)

am Berührungspunkt des Vorderrades. 1)er Bestandteil M 2 9 ~ . in Zj

wird durch den Auflagerdruck des Rahmens auf die' Lenkstange über­
tragen, wir haben daher Gleichgewicht in' beidenTeilen des gelenkig
verhundenen Systems, .wenn wir noch an der Lenkstange, und zwar senk­
recht über dem Berührungspunkt des Vorderrads, eine Reaktion zufügen::

--c Z - - ~g!- am Vorderiad,
_' , l

+Z = M2 g ~ am Rahmen

angreifend. Die Höhe ihres Angriffspunktes ist cLctg 6 nach Fig. 137.
Wir kommen zu ~en, Horizontalreaktionen. Zunächst wirkt eine

Reaktion + Y an der ~enkstange senkrecht zur Radebene und, daher
auch senkrecht zuZ, welche von der Übertragung der Seitenbewegung
zwischen beiden Teilen des Systems herruhrt Ihre, Gröfse, die jedenfalls.
von" erster 'Ordnung ist, kann natürlich statisch nicht angegeben werden"
sondern hängt vom jeweiligen Bewegungszustand ab. Die nähere Be­
stimmulJg -ihres AngJ;'iffspunktes ist für unsern Zweck u.nw:esentlich.

Schliefslich müfsten noch die Reaktionen an der Lenkstange in der­
Fahrtrlchtung eingeführt werden, die ja eigentlich den Antrieb vom
Hinterrad auf das Vorderrad übertragen. Diese sind aber im Fall der
gl~ichförmigen_,geradlinigen Fahrt bei Vernachlässigung der :rollenden
,R~ibUrig Üh~rhaupt nicht vorhanden, im Fall kleiner Abweichullgen
nur von zweiter Ordnung; und da ihr Hebelarm um alle in der, Vertikal­
ebene durch den Berührungspunkt hindurchgehenden Axen von erster
Ordnung ist, so sind in den später zu benutzenden Momentengleichungen
ihre Momente von dritter Ordnung und kommen daher nicht in Betracht.

-Ebeu'sowenig ist zu berücksichtigen, dafs, durch -eine Verdrehung­
des Vorderrades um die "Lenkstange sein Berührungspunkt seitlich ver­
schoben wird, wie die geometrische Anschauung zeigt.' Denn -diese,
Verschiebung ist von' erster Ordnung, und ihr Einflufs auf die, zu be-

, trachtenden Momente um den Berührungspunkt von' zweiter -Ordnung.
Wir müssen hier noch ei~e -kinem~tische Bemerkung bezüglich der­

Lage des Schwerpunktes anschliefsen.*) Es läfst sich leicht geometrisch

*) Vgl. Bourlet, 1. c. pag. 91.
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71A" d fJJ!
.1.r.L2U dt '

Centrifugalkraft

M d'fJJl
l U (ft

am Schwerpunkt 81 die

zeigen, dafs bei unserer Anna.hme über die Lage der Lenkstange und
des Schwerpunkts 82, nämlich Cl > 0, r > 0, durch eine Verdrehung des
Vorderrads bei vertikal stehendem Hinterrad die Höhe des Schwer­
punkts 82 in erster Näherung zwar, aus Symmetriegründen, unverändert
bleibt, bei Berechnung der Glieder zweiter Ordnung aber sich verringert,
sodafs die Lage r = °ein Maximum deI' Schwerpunktshöhe bedeutet.
Dieses besagt, dafs zu dem Schwere-Potential, welches der einfachen
seitlichen Neigung .entspricht:

const -; (M.1h1 .fJl + M 2h2 .f1'22),

auch Glieder mit dem Faktor c1rgM2'l und c1rgM2 .f1'r hinzutreten.
Auf ihre genauere Berechnung können wir hier verzichten, da die ihnen
entsprechenden Kraftglieder durch Vermittelung der an der Lenkstange
angreifenden Reaktion Z (GI. 6) in die schliefslichen Gleichungen von
selbst eingehen werden.

Dagegen kommen, wie bei allen Schwingungen um Gleichgewichts­
lagen, die kinetischen Glieder, die dieser Senkung entsprechen, in unseren
Näherungsgleichungen erster Ordnung nicht vor.

Aufser den bisher besprochenen, auch ohne Vorwärtsbewegung vor­
handenen Kräften haben wir nun noch die scheinbaren Kräfte der
Bewegung, nämlich die Centrifugalkraft und die Kreiselwirkungen, hinzu­
zufügen. Wir zerlegen die Vorwärtsbewegung in die Translation, mit
der Geschwindigkeit u in der mittleren Fahrtrichtung, und die Rotation

der Räder in ihren Ebenen, deren Winkelgeschwindigkeit : ist. Der
1

Impuls dieser Rotation ist für jedes der beiden Räder der nämliche
und sei wieder mit N bezeichnet. Am Schwerpunkt 82 greift dann die
Centrifugalkraft

d,f)- .

,-N d/'
_Nd ,f)-l.

dtAm Vorderrad:

senkrecht zur Radebene an.
Volider mit der Vorwärtsbewegung verbundenen Rotation rühren

die Kreiselwirkungenher, deren Gröfse und Sinn sich in gleicher Weise
bestimmt, wie es im Fall der Eisenbahnwagen näher ausgeführt wurde.

Einer Senkung des Rades zunächst, ~~ ' folgt eine Kreiselwirkung um
die Vertikale nach:

Am Hinterrad:
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,Ein Senkung -, nach rechts etwa hat ein Moment Um die, Vertikale
nach rechts (vom Fahrer gesehen) zur Folge.

Ferner ist die Kreiselwirkung, von der Drehung um die Vertikale

d:fti, herrührend und um die Spur~ie wirkend, zuzufügen:

Am Hinterrad: + Nd fJJ2 •
dt

Am Vorderrad : + N d:ftl..
Die letzteren beiden Momente sind gleichgerichtet mit dem Moment

der Centrifugalkraft, und da· N·mit u proportional ist, überhaupt nur
durch einen konstanten Faktor von diesem verschieden. Da aber zur
Centrifugalkraft die Masse des'Fahrersnnddes Rahmens .beiträgt,. zu
den Kreiselwirkungen aber nur die Masse der Räder, .so sind in diesem
Bestandteil jedenfalls die Kreiselwirkungen sehr unwesentlich neben
den Centrifugalwirklingen, ähnlich, wie es sich im Fall der Eisenbahn­
wagen ergeben hatte (vgl. pag. 775).

Nach diesen Vorbereitungen.können wir nun die Inipulsgleichungen
für die früher besprochenen Grade der Bewegungsfreiheit ansetzen. Für
die Btabilitätsfrage, die. up-shier interessiert, kommen dabei :nur die
Gleichungenfürdie.beiden Fr.eiheitsgrade der seitlichen Neigup-g·und
der Verdrehung um die Lenkstange in Betracht, während die that­
sächlich gleichzejtig vorhandenen kleinen Schwankungen in ,der Ge­
schwindigkeit der Vorwärtsbewegungauf jene beiden Koordinaten nur
einen Einfllifs'höherer Ordnung ,haben.

,Die Änderung des . Impulses ,um die Spurlinie' von Hinter- und
Vorderrad ist kinetisch ausgedrückt, d.h. durch Masse und Beschleu·
nigung (Ah'O ist Null, wenn wir. von der schrägen Lage. der Lenkstange
absehen, deren Masse an s;ch klein und daher oben gar nicht erwähntist):

beim Hinterrad: B,Jtt' - Bh'OfJJt.

beim -Vorderrad : A {}"
h 1

Die Summe dieser Glieder' ist ;gleich der Summe der um die Spur­
linien wirkenden Momente, nämlich der Kreiselwirkungen uni die
Spurlinien und der Momente, die von Centrifugalkraftund Schwerkraft
(Hebelarm h1 bezw. h2), endlich von den VertikalreaktionenZherrühren.
Diese Summen dürfen wir algebraisch statt vektoriell bilden,- da ,die
Berücksichtigung des kleinen Winkels zwischen den beiden Spudinien
mii'zuGliedern zweiter Ordnung Anlafs geben würde. Wir erhalten daher:

Ah &1" + Bh&t- B h 'OP2" = N(P1' +Pia'}+ u(M1h1P1.'+~2.h2CP2')

+ M2gh2{}2 - Zc1 ctgo '&2-+ 'M1yh1{}1+ ZC1 ctgo' &1'
Klein-Sommerfeld, K!eiselbewegung. 56
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Diese Gleichung wird durch Einführung der Kraft Z aus (6):

A,,-&t + B,,-&t - BhDfJJ,t

-( 7) = N (Pi' + fJJ2') + u(M1h1 fJJ/ + M2h2fJJ2')
r+ g[M l h1 -lt1 + M2 h2-&2 + M2c1 ctgo T (-&1 - -&2)].

Das letzte Glied der Gleichung (7):

9 M 2 cl ctg 0 ~ (-&1 - -&2"

oder nach der kinematischen Gleichung (1):
r

- gM2 ci COSo T r
verschwindet, wenn Vorder- und Hinterradebene zusammenfallen; es
entspricht der sch~n früher bemerkten, durch die Verdrehung des Vorder­
rades bewirkten Senkung des Schwerpunkts 82, Übrigens verschwindet
es stets in dem Fall, dars die Lenkstange durch den Berührungspunkt
des Vorderrads geht (Cl =:;: 0), da dann, in erster Näherung, das Vorder­
rad frei um die Lenkstange drehbar ist, ohne Beeinflussung des
Hinterrads.

Wir hätten nun noch die Impulsgleichungen z. R für die vertikalen
Axen zu bilden, wollen aber, der Einfachheit halber, statt dessen die
Gleichungen für Axen parallel zur Lenkstange aufstellen, die also unter
dem Winkel 0 gegen die Vertikale geneigt sind. "Wir wählen die
Axen durch die beiden Berührungspunkte und bilden der gröfseren
Übersichtlichkeit wegen zunächst die Gleichungen für die beiden Teile
des Rades getrennt, in welchem Falle wir die Reaktionen an der Lenk­
stange zu berücksichtigen haben.

Von diesen kommt nur das Moment der Kraft + Y;. die senkrecht
zur Radebene angreift, und der vertikalen Kraft + Z in Betracht; die
Summe ihrer Momente ist für die angegebenen Axen, unabhängig von
ihrem Angriffspunkt:

am Hinterrad: (Y + Z-&2)C2 COS 0,

am Vorderrad: - (Y + Z-&l)Cl cosO.

Das Reaktionsmoment an der Lenkstange dagegen kann unberücksichtigt
bleiben; denn da die beiden Teile um die Lenkstange frei drehbar sind,
so hat dieses jedenfalls keine Korgponente um die Lenkstange oder die
dazu parallel gewählten Axen.

·Für das Vorderrad ist die Impulsänderung in dieser Richtung,.
nach den Bezeichnungen von pag. 868 wieder aus den kinetischen Ele­
menten berechnet:

A " . A·Q.IfcOSo vfJJl - sm 0 "'Vi •
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(8)

Die Kreiselwirkung um diese Axe setzt sich aus den pag. 872 und 873
angegebenen Kreiselwil'kungen zusammen zu

- N(ft/ cos 0 + rp/ sin 0).

Aufserdem sind die Momente der Centrifugalkraft, der Schwerkraft und
der Reaktionen Z und Y zu bilden. Der Arm der Centrifugalkraft
sei 81 = hl sin 0, und entsprechend am Hinterrad: 82 = h2 sin 0 + r cos (j

(vgl. Fig. 137). Wir erhalten so die Impulsgleichung:

1
cos oAv rpt - sin oAhftt

= - N(fti ' cos 0 + rpl' sin 0) - M l s1Urpl'

. ...-- gMi h1 sin 0 ·ft1 - Z Cl COS 0 • ft1 - YC1 COS o.

Für den Fall Cl = 0, wenn also die Lenkstange durch dEm Berührungspunkt
des Vorderrades hindurchginge, wäre durch diese Gleichung und die
Gleichung (7) der Bewegungsvorgang schon vollständig dargestellt.
Die Reaktionen Z und Y fielen ,da sie an der durch den festen Be~

rührungspunkt des Vorderrads hindurchgehenden Lenkstange angreifend
dessen Bewegung um die Lenkstange nicht beeinflussen könnten, heraus.
Die seitliche Bewegung des Hinterrads andrerseits wäre durch die Be­
wegung des Berührungspunktes des Vorderrads gegeben. Daher würden
die am Hinterrad um die Vertikale wirkenden Kreiselmomente durch
die Reaktion an der Lenkstange ganz aufgehoben und kämen für das
ganze System nicht in Betracht.

Bei der thatsächlichen Anordnung der Lenkstange aber, Cl > 0, .
wird die Bewegung des Vorderrads noch durch die des Hinterrads be­
einflufst, und zwar wird eine seitliche Drehung des Hinterrads gleich­
sinnig auf das Vorderrad übertragen, sodafs z. B. die Kreiselwirkungen
beider Räder sich gegenseitig verstärken.

Es ist also noch eine Gleichung für das Hinterrad zu bilden, die ganz
analog zur Gleichung (8) aufgestellt wird. Die Impulsänderung ist hier:

coso(Bvrpt -BhiJ't) - sino(-Bhrp{ +:Bhft2")

und die Gleichung wird daher:

I
(cos ~Bv+ sin O~h.V). fJJt - (cos oBh,v + sin oBh)ft2"

(9) = - N(ft2 COS 0 + fJJ2 sm 0) - M 2 82UP2

- gM2h2 sin 0 ·.fT2+ ZC2~os O' ft2 + YC2 cos O.

Au~ (8) und (9) haben wir die Reaktion Y zu eliminieren, d. h. die
Impulsänderung um die Lenkstange selbst zu bilden. Wir berechnen
also:

56*
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d: i. C2[cos oAIIPt - sin oAh-3'tJ

+ Cl [(cos oBII + sin oB,VI') pt - (cos oBh +si:o: oBh){)otJ

(10) = - N[(C2{)ol' +..01-3'2') dos 0 + (C2Pl'+ Cl P2') sin 0]

'- c2M1Sl Pl'U - Cl M 2s2P2'U

+ g[--:- sin 0(C2Ml h1 {)ol + Cl M2h2{)o2) + Cl COS 0+M 2 (Cl {)o2 - C2{)ol)J.

Da jedenfalls für die Bewegung nicht die absoluten Werte Pl' P2' wohl
aber ihre Differenz mafsgebend ist, so wollen wir aus den kinematischen
Gleichungen (2) und (3) in (7) und (10) den Winkel ']I zwischen
Vorder- und Hinterradebene einführen. Benutzen wh'

d
die Abkürzung:

'){ cos 0 = Pl- P2 = 1jJ,
so liaben wir die Gleichungen:

c2P2' - Cl rp/ = 1jJu

P2' - Pl' = - 1/J',

Jlpl' = 1jJu +c21/J'

llp2' = 1jJu + c11/J',
(11)

(l '" "<Pl = 1/J u + c21/J
, lrpt = 1jJ'U + c11jJ"·

Mittels dieser Substitution werden die Gleichungen (7), (10):

[Ah-ttt + Bh{)ot - Bt (c1 1/J" + u1/J')]
N '

- T [(Cl! +Cl) 1/J' + 2~t1/J]

- ; [(Ml hlC2+M2h2c1)1jJ' + (Mt h1 t M2h2}u1jJ]
. l'

- g[M1h1{)ol'+ M 2h2{)o2 - M 2c1 T .1jJ] = 0,
"

(11 ~)

also, da c2 - Cl = l:

somit:

I

II

bezw,

[Ci
lt

All COS 0 + ci~(Bv cos 6 + B h sin O)J1/JII

- C2 sin 0 Ah{)ot" - Cl (Bhv COS 6 + B hsin 6}ftt

+ [Ci Av cos 0 + ~1 (BII COS 0 + Bh!! sin o)]ut/l'

[
, , ,C1

2 +Clt
lt , ,

+ N ,(C2{)ol + Cl {)o2) COS 6 + Z sm O· 1jJ

+ (C2+ Cl) ~ sin 0 ' 1/1J
+ [CC22MI SI + C1

2M2s2) ~ 1/J~ + (c2M 1Sl + Cl M 2s2) ~\l1/JJ

+ g [C2M1 Sl {)o1 + Cl M 2 S2 -lt2 - Cl C2Tsin 0 M21/1J= 0 .'
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'Die GI. II, die Impulsgleichung für die Lenkstange als Axe, ent.,.
,hält natürlich i'm Wesentlichen die Wirkungen, die auf eine relative
Verdrehung der beiden Räder gegeneinander' hinarbeiten. . Zunächst
pezeichnet das zweite Glied der dritten Z'eile die von Bourlet hervor":
gehobenen Wirkungen*), d. h. ein Moment, das einer Verdrehung d'es
VordElrrads uni die LeIikstangeentgegenwirkt, falls d

Cl positivist und
daher: das Vordertad aufrecht erhält, wenn man sich das Hinterrad auf­
recht :. geführt denkt. Da nämlich die Lenkstange vor dem Beriihrungs­
punk~ des Vorderrads liegt, so sucht offenbar ein auf das Vorderrad
vom ~ahmen übertragener Druck, des~en Richtung in der Rahmen­
ebene', liegt, das Vorderrad um seinen Berührungspunkt zu.drehen,
nnd zwar so, dafs die beiden Itadebenen sich einandern,ähern.

Die Kreiselwirkungen und'Centrifugalwirkungen in 'der vierten und
fünften Zeile enthalten Glieder, mit 1/J" und 1/J. Die l'etzteren rühren
daher, dafs nach den kinematischen Bedingungen das Vorhandensein
einer 'Verdrehung 1/J eine Krümmung der Bahnkutye des Rades, fordert,
die i:qrerse~ts wieder von ablenkenden Trägheitswirkungen begleitet sein
murs. Wir weisen hier darauf hin, dafs die Glieder mit'.ft;und .fts' }n
der vierten Zeile nur von den Kreiselwirkungen herrühren.

Im Falle ein~r seitlichen Neigung des Rades wird von der Schwere
das Vorde:t:rad nach der, nämlichen Seite um die Lenkstange gedreht,
ll.ach d~rd~E:),~rste' Neigung erfolgte, dajader Schwel"punkt vor der schräg
gelag~rten Lenkstange liegt. Dem entspreche.n die beiden ersten Glieder
der letzten Zeile. Das letzte Glied dagegen, das den Faktor - 1/J enthält,
entspricht der schon früher erwähnten Senkung des Schwerpunkts, die durch
eine Verdrehung des Vorderrads bewirkt wird, wenn Cl positiv ist. Die
Folge dieses kinematischen ZusammenhaJIgs mufs in der That sein,dafs eine
anfängliche Verdrehung durch die Schwerkraft weiter vergröfsert wird.

Die Gleichungen I, II enthalten lllirmehr die Koordinaten -3'11 ,f}og, 1/J.
Wir fügen die kinematische Gleichung (1) zu als dritte lineare Gleichung
zwischen diesen Variablen:

III ,f}ol- ,f}o2 = - r sin 6 .....:." -1fJ tg 6.**)

Um nun die Stabilität des Systems zu untersuchep, haben wir zu,setzen:

(12) : .ftl = a· elt ; ,f}o2= b· elt ; 1/J = c· eU •

Wir erhalten dann in bekannter Weise, eine algebraische Gleichung für
l,und zwar vom vierten Grade, da 4 die Summe der Ordnungen der
Differentialgleichungen I und II ist, während III keine Differential­
quotienten enthält. Es existier~n also' z;wei Schwingungen des Systems;

. I

*) Bourlet, 1. c. pag. 90. **) Unsere91eichungen I, II,ITI sind lineare Kombina~
tionen der vonWhipple (pag. 323) wie der von Carvallo (pag. 100) erhaltenen.,
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sie sind stabil, wenn alle vier Wurzeln komplex mit nicht positivem
reel1enTeil sind, oder, im Falle von zwei reellen Wurzeln, diese negativ
sind. Setzen wir (12) in I, II, ur ein, so erhalten wir nach Fort­
hebung des Faktors eH drei in a, b, C lineare homogene Gleichungen.
Die Deterniinante A ihrer Koeffizienten ist 0 zu setzen; dabei ist
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Cl dagegen ist positiv,
Potenzen von u,

Die Ausrechnung dieser Determinante würde eine Gleichung der
folgenden Form ergeben, wenn man noch berücksichtigt, dars N pro­
portional mit u ist, und unter a, ß, r, c von u unabhängige Konstanten
v;ersteht:

aA:t + ßu),,3 + (rl + r2 u2)12 + (~1U + ~2U3),t + (Cl + c2Ull) = o.
Damit die Stabilitätsbedingung erfüllt ist, die aussagt, dafs diese
Gleichung keine Wurzeln mit positiv reellem Teil haben darf, müssen,

. wie leicht zu sehen, alle ihre Koeffizienten positiv sein. Andrerseits ist
aber durch positive Werte der Koeffizienten die Stabilität noch nicht
gesichert, sondern es ist noch weitere Diskriminantenbildung erforderlich.

Wir wollen diese weitläufigen Ausrechnungen hier nicht durch­
führen, sondern uns vorläufig a\i.f die von Whippie erhaltenen Resultate
berufen, die sich auf Abmessungen an einem modernen Fahrrad beziehen.

Für kleines u ist das System durch seine Schwere jedenfalls labil.
Hiermit übereinstimmend ergiebt sich, dars die Koeffizienten

rlJ ~1 negativ sind,

ebenso a und ß. Die Koeffizienten der höheren

r2 und ~2' sind positiv,

dagegen ist c2 negativ, aber absolut genommen klein gegen die übrigen
Koeffizienten. Die Koeffizienten von ,t und,t2 werden daher bei
wachsender Geschwindigkeit positiv, das absolute Glied dagegen wird
schliefslieh wieder negativ.

Und zwar wird zunächst der Koeffizient (~1U + ~2 US) von ,t positiv
für eine ungefahre Geschwindigkeit:

u1 . 12 km/h,

dann auch der Koeffizient (rl + r2~(,2) von ,t2 etwa für die Geschwindigkeit

u2 = 14 km/ho

Endlich wird der letzte Koeffizient (Cl + C2U2) negativ für

Us = 20 km/ho

Stabilität ist nur zwischen der Grenze u2 und Us möglich, für welches
Gebiet alle Koeffizienten positiv sind. Die nähere Diskussion ergiebt
hier noch, dafs thatsächlich vollständige Stabilierung in dem Gebiet:

u4 = 16 km/h bis Us = 20 km/h

eintritt. Die Rechnungen von Carvallo, die für ein älteres Modell
ausgeführt sind, ergeben qualitativ dasselbe, aber für alle diese Grenzen
etwas niedrigere Werte.



880 IX. ,Technische Anwendungen.

(13)

Wir ergänzen diese Resultate durch 'den Nachweis, ,dafs die -voll­
stär)dlge Stabilierung ohne Kreiaelwirkungen nicht möglich wäre. Zu
dem'Zweck berechnen wir den Koeffizienten (01'U+02US) von laus der
Determinante D.. Wenn wir zur Abkürzung' das gesamte - Schwere..
moment M l h1 +M2 h2 mit ]Ylh 'bezeichnen, wird dieser:

g(- M1h1Cl + )Jf2h2C2) sin (j . ]V
, , .' > ',' • "U

- gMh [C2 cos (jA" + Cl (cos BI) + sin 0 B h!!)] T

,- gJY[h (Cl
2 +02

2
) sino~

" '" '. '" u-:-.!J,JJ!h [C2
2M l 81 + C1

2 M2s2] T

+ g(C~:M1S1 +cIM2S2)[(~1+C2)~+(M1hl:C2+M2h~C1)j ~hBho 7J
. N

+ (C2+.c1) ces 0 . T [2 Nu +Mhu~-pM2Cl r]

und reduzie'rt' sich :noch zu:

- gMh cos 8(c2A,, + cIBJ~;

+ gBh (- Mlhl sin 0 + M2 ; ~;- cos o)u
-gM1h1M2h2l 'sin (j. u, - gMl M2hl cl r cos (j. u

c +c+ll l 1COSo N[2Nu + Mhu21.

In diese~ Ausdruck enthält das letzte, Glied, da N mit u pro­
portional ist, den ):faktor uS, die anderen'uurden' Faktor u. Von
diesen überwiegen die negativen Glieder ,weit über. das positive, da
das letztere die beiden kleinen Fl:l,ktoren Cl und r enthält; daher wird
für kleine Fahrtgeschwindigkeit u der ganze Koeffizient negativ. Er
bliebe ,immer negativ, und damit die aufrechte Bewegung labil, wenn
die Kreiselwirkungen unberücksichtigt blieben" also N = 0 angenommen
würde (d. h. da, die Umlaufsgeschwi:ndigk~it proportional zu u ist,
wenn das Ttägheitamoment der Räder uni ihre Rotationsaxe vernach.;.
lässigt würde). Durch das letzte, von den Kreiselwirkungen her­
rührende Glied', das den Faktor uS enthält., wird der Koeffizient bei
genügend grofser Geschwi,ndigkeitpositiv.,' (Wel0h~~ die Gröfsenordnung
der hier als, klein. ,und 'genügend grofs :unterschi(3denen ·Geschwindig­
keitsintervalle 'ist, k~nn~n wir am,' ~en obeIJ. ,angegebenen Whipple'schen
Zahlen ersehen. Die:Gre:nze~wischen beidelibildet"der Wert u1 == 12 km/h.)

, 'Die von WhipjJlegefundene Stabilität des Fahrrads für die Ge­
.ischwindigkeiten>;" von 16":':':'/20 km/hist dahryr nur .durch die 'Kreisel­
wirkungen der rotierenden Räder ermöglicht.
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Hier sind' die beiden negativen Glieder wegen der Faktoren Ci r, bezw.
c1

2r2
, wesentlich kleiner als die positiven. Aufserdem treten noch

Terme mit dem Faktor u2 auf:

- gMhe2 t Cl Nu sin 6 + (C2MiSl + Cl M 2s2)~)

+ g(c2M1sl + Cl M2s2)[N\U +Mh ~2J
öder

(16)

'ljJ = fJJl - fJJ2 = O.

Hier überwiegt das negative, das Gewicht des Fahrers enthaltende
Glied - gNuM2h2 sin 6, während das letzte Glied wegen der kleinen
Faktoren Cl und runbedeutend ist. Überdies überwiegen die Terme (16)
bei grofsem u über die Terme (15); daher wird der ganze Koeffizient
für grofse Geschwindigkeiten negativ, die Bewegung also labil.

Gehen wir nun dem eigentlichen Ursprung der Terme (16) nach;
sie entsprechen den Gliedern mit dem Faktor u2"fJ in der Differential­
gleichung II und waren durch die Einführung der kinematischen
Gleichungen
(2)

(3)
in (10) entstanden.

Dies~ drücken aber die. anschauliche Thatsache aus, dafs im Fall
einer relativen Verdl'ehung der beiden Radebenen gegeneinander, ab­
gesehen von äufsel"en Kräften, die Hinterradebene der Vorderradebene
während der Fahrt sich beständig nähert, da sie immer durch ein~ in
dieser festgelegte. Axe hindurchgeht. Denkt man sich das Vorderrad
geführt, so strebt die' Spurlinie des Hinterrades asymptotisch in die
des Vorderrades (man kann sie also als Traktrix bezeichnen). Bei
grofser Geschwindigkeit erfolgt diese Annäherung, sehr rasch, so dafs
für u = 00 aus der kinematischen Gleichung (3) im Allgemeinen zu
folgern ist, falls nicht auch beide Schwingungen des Vorderrades sehr
rasch erfolgen:

Dann verhält das Rad sich aber so, als ob' beide Teile starr verbunden
wären.

Die Stabilierung durch äie Kreiselwirkungen beruhte aber eben
auf der relativen Beweglichkeit der beiden Jtäder. Sobald diese starr
verbunden sind, können wir das ganze System mit einem einfachen
Kreisel vergleichen, der aber nicht mehr drei, sondern wegen der
doppelten Berührung mit dem' Erdboden nur noch ~wei Freiheitsgrade
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hat, lind können auf diesen Kreisel das allgemeine in§ 1 ausgesprochene
Prinzip anwenden, nach dem bei Unterbindung eines der Freiheitsgrade
jede Möglichkeit der Stabilierung durch Kreiselwirkungen aufhört.
Daraus erklärt sich die anfangs paradox aussehende Erscheinung, dars
gerade bei grofsen Geschwindigkeiten die Stabilierungsfähigkeit der
Rotation beim Fahrrad versagt, während beim freien Kreisel gröfsf)
Rotationsgeschwindigkeiten der Stabilierung günstig sind. ,Dieser labilen
Bewegung werden sich bei 'grofl;ler Geschwindigkeit noch stabile Schwin­
gungen überlagern, die man mit den Nutationen beim freien Kreisel
vergleichen kann. Wegen ihrer kurzen Periode läfst sich unsere vorhet:­
gehend~ Schlufsweise auf sie nicht anwenden.

. Übrigens ist noch _zu erwähnen, dafs bei nahezu vertikal stehender
Lenkstange auch bei beliebig grorser· Geschwindigkeit die Bewegung
stabil bliebe, da für sehr kleine Werte von (J auch der letzte Koeffizient
der Gleichung .6.(;.) = 0 positiv bleibt. Indem Falle sind beide Eigen­
schwingungen rasch genug, um trotz der scheinbar starren Koppelung
zwischen Vorder- und Hinterrad die Stabilität zu erhalten. Je mehr
aber die Lenkstange geneigt wird, desto mehr nimmt die Stabilierungs­
fähigkeit der Kreiselwirkungen ab, entsprechend dem allgemeinen Ver­
halten, wenn die beiden nicht cyklischen Freiheitsgrade, hier Drehung
um die Spurlinie und um. die Lenkstange, sich einander nähern.

Wir·wollen die erhaltenen Resultate noch kurz mit der Erfahrung
vergleichen. Da ist zunächst noch einmal zu betonen, dafs die An­
nahme des mit dem R~d starr verbundenen Fahrers, die der ganzen
Diskussion zu Grunde lag, praktisch nicht zu realisieren ist, da· der
Fahrer immer durch unwillkürliche, fast unmerklich kleine Bewegungen
die Stabilität des Rades beinfl.ussen kann. Die Hülfen, die er hier
geben kann, sind zweierlei Art. Erstens kann er das Vorderrad im
geeigneten Zeitpunkt ein wenig um die Lenkstange drehen und dadurch
centrifugalbeeinfl.ussen. Die erforderlichen Ausdrehungen sind, wie die
durch die Kreiselwirkungen selbstthätig bewirkten, sehr gering. Ferner
kann der Fahrer durch seitliches Neigen des Körpers ein entgegengesetztes
Schweremoment erzeugen, das das fallende Rad wieder aufrichtet. Bei
freihändigem Fahren verzichtet der Radler auf die erste Wirkung und
hat nur noch die Schwere zur Verfügung.

Durch die Erfahrung ist das Bestehen einer unteren Geschwindig­
keitsgrenze bestätigt, unter der das freihändige Fahren unmöglich wird,

.offenbar deshalb, weil bei dem annähernden Wegfall der Eigen­
stabilierung. des Fahrrades die Hülfen, die das seitliche Neigen des
Körpers leisten kann, nicht arusreichen. Dagegen ist eine obere Grenze
praktisch nicht merkbar. Es liegt dies wohl daran, dafs, entsplZechelld
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näherer, Zahlenrechnung von WhippIe, 'die Labilität des ,Fahrrads bei
nicht zu grofsen Geschwindigkeiten, solchen, die thatsächlich überhaupt
ID.oglich sind, noch sehr gering ist, so dars 'schon unmerkbar schwache,
Neigungen des Körpers ausreichen, um die Stabilität zu erha,lteh.

Wenn nach dem Vorhergehenden auch die Eigenstabiiierungdes
Fahrrades, eben wegen der leichten HülfeIi, die der geschulte Fahrer geben
kann, nicht gerade als'erforderlich nachgewiesen ist, und deshalb auch bei
der technischen Könstruktion die Frage nach der möglichsten Energie­
~rsparnis vor der nach der Stabilität steht, so ist, es doch kaum von
der Hand zu weisen, dars die Kreiselwirkungen zur Aufrechterhaltung
des Gleichgewichts bei der Fahrt beitragen, wir möchten sag~n, in
besonders intelligenter Weise beitragen j sind" sie' es doch, die', vermöge
der Phase ihrer Wirkung 'zuerst ein ÜberfaJlen des Rädes spüren 'und
die dann die viel stärkeren, aber etwas langs3iinen Centrifugalwirkungen
in den Dienst derStabilitttspannen. '

§,9. "qber vermeintliche :und wirkliche Kreiselwirkung~n

" bei der Laval-Turbine. ,

~Die geniale' Konstruktion des~chwedischen Jngenieursde Laval
hat die Technik mit Dampfturbinen ;von aufsergewöhnlicher Geschwindig..
keit undbesonde~s gutem Wirkungsgrade versehen. Der'Schwerpunkt
der K(:mstrl1ktioll liegt ,natürlich auf thermodynamischem ,und hydro..
dynamischem Gebiet, in der direkten Verwendung des rapide aus..
strömende,n Wasserdampfes zum Antrieb und in der sinnreichen Form­
gebullg der Laval'schenpüsen. Diese in, denrrurbinenbau eingeführten
neuen Gedf.l,nken sill:d nicht nur für die technische Prl1xis,sondernauch
für die technische Wissenschaft folgenreich gewesen, so dars d~e Er­
fo~s~hung der Strömungs- und Druckverhältnisse in einer Lavaldüse
jetzt, «in ;wichtige~ ,. Spezialgebiet der technischen Thermodynamik*) aus~

macht.' " '

Was uns hier' interessiert, ist indessen ein rein dynamisches Pro­
blem, ,welches de Laval zugleich gelöst hat. Den hohen Umdrehungs­
~ahlen der Lavalturbine (20000 bis 30000 Touren in der Minute bei
kleineren Ausführungen) würde .kein Lager und keine Welle gewachsen
,sein;jede Exc~ntrizität 'gesLagers und jede Verbiegung der Welle
würde, vermöge der ungeheuren Centrifugulkräfte zu einer Zerstörung
der ganzen Konstrl1ktion' führen. Das Mittel, das Laval hiergegen
gefunden hat, ist 'sehr m~k~ürdig: er machte die Welle biegsa.m'

*) VgL den Bericht'vonK. Pran~tl in ~er Encyklopädie deru:lathem. Wies.;
Bd. V, A~t, 4i


